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Глава I. Мноствы і аперацыі над імі.
Паняцце мноства.  Элемент мноства.  Пустое мноства. 

     Мноства – гэта паняцце  неазначаемае (першаснае, асноўнае).

Уяўленне аб ім мы атрымліваем на прыкладах: мноства навучэнцаў групы, мноства дрэў у садзе, мноства рашэнняў ураўнення.

     Азначэнне. Аб’екты любой прыроды, якія складаюць мноства, называюць элементамі.
     Прынята абазначаць мноствы вялікімі літарамі лацінскага алфавіта, а элементы – маленькімі.

      Паміж мноствам і яго элементамі існуе сувязь, якую можна выразіць словам "належыць".

     Абазначэнне: а  А. Гэты запіс чытаюць: “Элемент а належыць мноству А”, ці “аб’ект а з’яўляецца элементам мноства А”, ці “ мноства А змяшчае элемент а”. Калі а не ўваходзіць у мноства А, то пішуць: а  А.
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[image: image93.bmp]     Элемент мноства сам можа быць мноствам. Разгледзім мноства дамоў горада. Любы асобна ўзяты дом з’яўляецца элементам гэтага мноства. У сваю чаргу дом  можна разглядаць як мноства кватэр. Важна адзначыць пры гэтым, што кватэры не з’яўляюцца элементамі мноства дамоў горада.

     Мноствы могуць мець:

1.Бясконцы лік элементаў: мноства натуральных лікаў;

2.Канечны лік элементаў: мноства старонак у кнізе;

   Складацца з аднаго элемента: мноства галосных літар у слове “сто”;

3.Не мець ні аднаго элемента: мноства  вішань на яблыні, мноства сапраўдных каранёў квадратнага ўраўнення з адмоўным дыскрымінантам. У гэтым выпадку мноства называецца пустым і абазначаецца: .
Спосабы задання і запісу мностваў.
     Мноства лічыцца зададзеным, калі пра любы аб’ект можна сказаць: належыць ён дадзенаму мносту ці не ( гэта значыць, што мы ведаем усе элементы дадзенага мноства). Існуюць два асноўных спосабы задання мностваў:

1.Пералічэнне ўсіх элементаў мностваў:

    Прыклад запісу: А = {a, b, c}.

2.Зазначэнне агульнай уласцівасці ўсіх элементаў мноства. Такую ўласцівасць называюць характарыстычнай.
    Прыклад 1. Акружнасцю называецца мноства пунктаў плоскасці, роўнааддаленых ад аднаго пункта (цэнтра). Агульным для ўсіх пунктаў з’яўляецца тое, што яны ляжаць у адной плоскасці і знаходзяцца на аднолькавай адлегласці ад цэнтра.

    Прыклад 2. Мноства А – гэта мноства  натуральных лікаў, меншых за 5. Гэта мноства можна запісаць так: А = {х|х – натуральны лік, х  5}.

     Гэта значыць, у фігурных дужках пішуць адзнакі элементаў, а пасля вертыкальнай рыскі іх характарыстычныя ўласцівасці. Апошняе мноства можна запісаць і так: А = {1; 2; 3; 4}. 

    Другі спосаб задання мностваў з’яўляецца больш агульным, бо ён прыдатны для задання як канечных, так і бясконцых мностваў. Зрэдку з дапамогай                                                                                   

першага спосабу запісваюць і бясконцыя мноствы ( пры гэтым трэба ведаць, што таіцца пад шматкроп’ем):

N = { 1; 2; 3; 4; 5; ...}.

     Пры запісу мностваў кожны элемент запісваецца толькі адзін раз.

     Прыклад. Запісаць мноства літар у слове “арка”. С = { а; р; к }. 

На тэарэтыка-множнай аснове ў навучэнцаў пачатковых класаў фарміруюцца паняцці натуральнага ліку, складання, адымання, дзялення лікаў, а таксама геаметрычнай фігуры.

     Для лікавых мностваў, якія найбольш часта выкарыстоўваюцца, прыняты наступныя адзнакі:

     N – мноства натуральных лікаў, N = { 1, 2, 3, 4, 5, ... },

     No – мноства цэлых неадмоўных лікаў, No = {0, 1, 2,… }  ,
       Z   - мноства цэлых лікаў, Z  ={..., -2, -1, 0, 1, 2, ...}, 

      Q – мноства рацыянальных лікаў, Q = { 
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       I  - мноства іррацыянальных лікаў,  I = {x|x – бясконцы неперыядычны     

             дзесятковы дроб },
      R – мноства сапраўдных лікаў, R = Q  і  I.
Роўныя мноствы.
     Азначэнне 1. Мноствы, якія складаюцца з аднолькавых элементаў, называюць роўнымі.

     Парадак запісу элементаў мноства не мае значэння.

     Прыклад. Сярод наступных мностваў вызначце роўныя:

      A = { 2, 3, 6 }, B = { 3, 6, 9 }, C = { 6, 3, 2 }, D = { 0, 3, 6 }, K = { 9, 3, 6 }.
    Маем: А = С, В = К.
     Адно і тое ж мноства можна задаць рознымі спосабамі.

Азначэнне 2. Калі кожны (а значыць і ўсе) элемент мноства А належыць мноству В, а кожны (усе) элемент мноства В належыць мноству А , то мноствы  А і В  роўныя:  А = В.
Падмноства.

     Азначэнне 1. Частку мноства называюць падмноствам.

     Азначэнне 2. Калі кожны элемент мноства В належыць мноству А, то В называюць падмноствам мноства А.

    Гэта запісваюць: В   А (ці А  В) .

  Прыклад. Запісаць некаторыя падмноствы мноства А:

A = {1, 2, 3, 4, 5} . B = { 4, 3 }, C = {3, 2, 4, 1}, D = { 4, 3, 2, 5, 1}.

        B  A, C  A, D  A. 
Прынята лічыць, што для любога мноства А мноствы А і    з’яўляюцца яго падмноствамі, г.зн. А  А, А .

    Гэтыя два падмноствы называюць няўласнымі  (няправільнымі). Усе астатнія падмноствы – уласныя  (правільныя).

     Гаворачы пра падмноствы дадзенага мноства, мы лічым, што ўсе разглядаемыя мноствы складаюцца з элементаў аднолькавай прыроды.

     Выкарыстоўваючы азначэнне падмноства, азначэнне роўных мностваў можна запісаць так:

            Азначэнне. Калі А  В і В  А, то А = В.                                                 
    Заўвага. Лёгка паказаць: калі А  В і В  С, то А  С.
У геаметрыі любое непустое мноства пунктаў называюць  геаметрычнай фігурай.

     Калі F1   F2  , то гавораць, што фігура F1  з’яўляецца часткай фігуры  F2 . Паняцце часткі фігуры часта выкарыстоўваецца пры вызначэнні новых фігур: адрэзак – частка прамой і інш.

Кругі Эйлера. Універсальнае мноства.

     Мноства будзем перадаваць пры дапамозе кругоў. Пры
 тым лічаць, што элементы знаходзяцца ўнутры круга. Іх можна абазначаць пунктамі ці не абазначаць увогуле. Такія кругі называюць кругамі Эйлера.
     Прыклад 1. Перадаць мноства натуральных лікаў, якія дзеляцца на 11. Указаць пунктамі размяшчэнне лікаў: 6, 11, 13, 21, 33, 222, 111, 352.





Прыклад 2.Перадаць пры дапамозе кругоў Эйлера мноства  А і В такія, што АВ.





Азн.  Мноства называюць універсальным, калі ў дадзенай сітуацыі ўсе іншыя разглядаемыя мноствы з’яўляюцца яго падмноствамі.

    Прынята абазначаць яго літарай  I  і перадаваць у выглядзе не круга, а прамавугольніка.

     Прыклад.  I  – мноства кніг у школьнай бібліятэцы. А – мноства кніг па матэматыцы, В – па фізіцы, С – па геаметрыі. Перадайце гэтыя мноствы пры дапамозе кругоў Эйлера.
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Перасячэнне мностваў.

     Азн.  Перасячэннем мностваў А і В называецца мноства, якое складаецца з элементаў, якія належаць мноствам А і В адначасова.

     Абазначэнне: А  В – перасячэнне мностваў А і В.

     Аналагічна вызначаецца перасячэнне 3-х і больш мностваў.

     Прыклад.  А = { 1, 2, 3}, B = { 2, 3, 4}. Значыць  А  В = { 2,3}.
     Калі мноствы А и В не маюць агульных элементаў, то іх перасячэнне пустое:       

      А  В = . У гэтым выпадку гавораць, што мноствы А і В не перасякаюцца.

     Перададзім графічна перасячэнне мностваў:
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А ( В = (                           А ( В                       (перасячэнне заштрыхавана).        

     Аперацыя перасячэння мностваў валодае наступнымі ўласцівасцямі:

1.Камутатыўнай (перамяшчальнай):  А  В = В  А. 

2.Асацыятыўнай (спалучальнай): (А  В)  С = А  (В  С).

    Гэта дазваляе запісваць выраз А  В  С  без дужак і знаходзіць перасячэнне любога ліку мностваў.

     Апошняя ўласцівасць наглядна адлюстроўваецца пры дапамозе кругоў Эйлера. Параўноўваючы вобласці, якія перадаюць левую і правую часткі апошняй роўнасці (заштрыхаваныя двойчы), пераконваемся ў яе праўдзівасці.



 

     Прыклад 1. Знайсці, чаму роўна перасячэнне мностваў А і В, калі  А  В. Пры дапамозе кругоў Эйлера лёгка вызначыць: калі А  В, то А В = А.


Прыклад 2. Знайсці, чаму роўна А А і    А. 

     Выкарыстоўваючы азначэнне перасячэння ці прыклад 1, атрымліваем, што А А = А,   А =  . 

Аб’яднанне мностваў.
     Азн. Аб’яднаннем мностваў А і В называецца мноства, якое складаецца з элементаў, якія належаць хоць бы аднаму з гэтых мностваў.

     Абазначэнне: А  В – аб’яднанне мностваў А і В .

Прыклад. А = {1,2,3}, B = {2, 3, 6, 7}. Значыць А  В = {1, 2, 3, 6,7 }.

     Перададзім графічна аб’яднанне мностваў: 



       Аперацыя аб’яднання мностваў валодае наступнымі ўласцівасцямі:

1.Камутатыўнасцю: А В = В  А.

2.Асацыятыўнасцю: (А  В)  С = А  (В  С).

3.Сувязь  паміж аперацыямі перасячэння і аб’яднання мностваў адлюстроўваюць уласцівасці дыстрыбутыўнасці:

а)  А  (В   С) = (А  В)  (А  С);

        б) А  (В  С) = (А В)  (А  С).

     Гэтыя уласцівасці наглядна ілюструюцца пры дапамозе кругоў Эйлера (перадайце  і параўнайце мноствы самастойна).

     Прыклад 1. Знайсці аб’яднанне мностваў А, В калі А  В. Лёгка пераканацца: калі А  В, то А   В = В. 

                                                

 Усё што заштрыхавана хоць адзін раз, ёсць А   В.

      Прыклад 2. Знайсці ,чаму роўна А  А і    А.

Выкарыстоўваючы азначэнне аб’яднання ці прыклад 1, атрымліваем, 

што А  А = А,   А = А.

Заўвага. Калі мноствы А і В зададзены указаннем характарыстычных уласцівасцей іх элементаў, то:

1.У перасячэнне А  В увайдуць тыя элементы, якія валодаюць ўласцівасцямі як элементаў мноства А, так і уласцівасцямі элементаў мноства В адначасова.

2.У аб’яднанне А   В увайдуць элементы, якія валодаюць уласцівасцямі элементаў хоць бы аднаго з мностваў.

Рознасць мностваў. Дадатак да падмноства.
Азн. Рознасцю мностваў А і В называюць мноства, у якое ўваходзяць элементы мноства А, якія не належаць мноству В.

Абазначэнне: А \ В – рознасць мностваў  А і В.

     Перададзім  А \ В  графічна:

       1.      А                    2.  А                       3.

                                                                             А        А\В=ВА
                  

                  

                                                                                     В                                                                                                     

Азн. Калі В з’яўляецца падмноствам мноства А, то рознасць А \ В  называюць таксама дадаткам да мноства В у мностве А.


Абазначэнне.  ВА або ВА´ (дадатак да В у мностве I запісваюць: В).

     Важна падкрэсліць, што рознасць двух мностваў А і В існуе заўжды, а дадаткам яе называюць толькі ў тым выпадку, калі В  з’яўляецца падмноствам мноства А.
Прыклад. А = {a, b, c, d}, B = {b, c}. Зразумела, што В   А.


Маем: А \ В  = ВА = {a,d}.

     На практыцы для таго, каб знайсці дадатак да мноства В у мностве А (рознасць А \ В), патрэбна з мноства А выдаліть элементы, якія ёсць у мностве  В.

Прыклад. У круг упісаны квадрат. У мностве пунктаў дадзенага круга знайсці  дадатак да мноства пунктаў квадрата. 

                                            

                                          Заштрыхаванае мноства з’яўляецца шукаемым.

____________________________________________________________________

Аперацыі над мноствамі выконваюцца (пры адсутнасці дужак) у наступным парадку: перасячэнне, аб’яднанне, рознасць. ____________________________________________________________________ 

     Для любых падмностваў А і В універсальнага мноства  I маюць месца наступныя роўнасці:

а) (А  В)´ = А´ В´;

в) (В  В)´ = А´ В´.

     Выкарыстоўваючы азначэнне аперацый над мноствамі, пакажам, што мноствы (А  В)´  і  А´ В´  складаюцца з аднолькавых элементаў.

     Няхай х  (А  В)´==> х  А  В ==> х  А і х  В==>

       ==> х А´ і х  В´==>хА´ В´.

     Няхай х   А´ В´ ==> х  А´  і х  В´==> х  А і х  В==>

     ==> х  А  В ==> х  (А  В)´.
     Такім чынам (А  В)´ =   А´ В´ . 

     Другая роўнасць даказваецца аналагічна. Такім жа  спосабам можна даказаць разглядаемыя вышэй уласцівасці аб’яднання, перасячэння, рознасці мностваў, іншыя роўнасці мностваў.

Картэж. Паняцце пары.

     Вядома, што кожны элемент уваходзіць у мноства толькі адзін раз, прычым парадак запісу не мае істотнага значэння.

     Азн. Набор лічбаў ці іншых аб’ектаў, калі важны іх парадак і яны могуць паўтарацца, называецца  картэжам. 

     Аб’екты, якія ўваходзяць у картэж, называюцца кампанентамі ці каардынатамі  картэжа.
     Запісваць картэж будзем пры дапамозе вуглавых ці круглых дужак.

Прыклад. Запішыце мноства і картэж літар слова “Паралелаграм”

             а) А = {п, а, р, е, л, г, м}
             б) (п, а, р, а, л, е, л, а, г, р, а, м).

Азн. Лік кампанентаў картэжа называюць яго даўжынёй. 
       Два картэжы (а1, а2, . . . , аn) і (в1, в2, . . . , вm) называюць роўнымі, калі яны маюць аднолькавую даўжыню (г.з. n = m) і на аднолькавых месцах стаяць роўныя кампаненты (г.з. а1 = в1, а2  = в2, . . . , аn = вm).

Прыклад. Картэжы (а, в, с) і ( а, в, с) роўныя, а (а, в, с) і (а, с, в) няроўныя, таксама як і (а, в, с) ≠ (а, в, с, с).
Азн. Картэж даўжыні 2 называюць упарадкаванай парай.
     Раз пара – гэта  картэж, то кампаненты пары могуць быць аднолькавымі і 

(х, у) ≠ (у, х).
Прыклад. Пабудуйце ў прамавугольнай сістэме каардынат пункты, каардынаты якіх ёсць пары лікаў: (1, 2), (2, 1), (0, -5), (4, 0), (0, 0), (-2, -3).









Дэкартавы здабытак мностваў.
Азн. Дэкартавым здабыткам мностваў Х і У называюць мноства, якое складаецца з усіх пар ( х, у), дзе х  Х, у  У.

Абазначэнне: Х × У.

      Такім чынам: Х × У = {(х, у) | х  Х, у  У}.

Прыклад:  Знайсці дэкартавы здабытак мностваў А і В, калі 

                  А = {а, в}, В ={1, 2, 3}.

А × В = {(а, 1), (а, 2), (а, 3), (в, 1), (в, 2), (в, 3)}.

     Дэкартавы здабытак зручна запісваць у выглядзе табліцы:

	А\В
	1
	2
	3

	а
	(а, 1)
	(а, 2)
	(а, 3)

	в
	(в, 1)
	(в, 2)
	(а, 3)


     Дэкартавы здабытак мностваў камутатыўнай уласцівасцю не валодае, 

г.зн. А × В ≠ В × А. 

   Так, у разглядаемым прыкладзе В × А ={(1, а), (2, а), (3, а), (1, в), (2, в),

 (3, в)}. Параўноўваючы мноствы А × В і В × А, пераконваемся, што яны складаюцца з розных элементаў: (а, 1) ≠ (1, а) і г.д.

    Аналагічна вызначаецца дэкартавы здабытак Х × Х:

Х × Х = {(х, у)| х  Х, у  Х}.

Перадаючы элементы мностваў А і В пунктамі на дзвюх узаемна перпендыкулярных прамых, можна паказаць дэкартавы здабытак мностваў графічна.

    Перададзім дэкартавы здабытак А × В разглядаемага вышэй прыклада:






     Калі дэкартавы здабытак змяшчае бясконцае мноства пар і перадаць усё гэтае мноства нельга, то перадаюць яго частку, прычым так, каб было зразумела, дзе знаходзіцца відарыс  астатніх элементаў.

     Прыклад. Перадаць графічна дэкартавы здабытак мностваў А і В, калі:

      а) А = { x | x  R, 1 ≤ x <  };                              б) А = {х |х  R, 1 ≤ х ≤ 5};

          В = {у | у  N, 1 ≤ у ≤ 3};                             В ={у | у  R, 1≤ у ≤ 3}.








Глава 2.     Адпаведнасці і адносіны.  

 Паняцце адпаведнасці і адносіны.

     Разгледзім прыклад: запісаць дэкартавы здабытак мностваў Х і У:

        Х = {1, 2, 5}, У = {1, 3}.

        Х × У = {(1, 1), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (5, 1), (5, 3)}.

Возьмем падмноства дэкартава здабытка 

        G = {(2, 1), (5, 1), (5, 3)}.

Азн. Адпаведнасцю паміж мноствамі Х і У называецца тройка мностваў: 

X, У,G  Х × У.

Х – мноства адпраўлення, У – мноства прыбыцця, G – графік адпаведнасці.

    Адпаведнасці паміж мноствамі можна перадаць пры дапамозе кругоў Эйлера і стрэлак. Такі відарыс называюць графам адпаведнасці.

У нашым прыкладзе атрымаем так:







     Прынята адпаведнасці абазначаць літарамі P, Q, R, T  і інш. Часта ў адпаведнасць  укладаецца які-небудзь канкрэтны сэнс.

У разглядаемым прыкладзе сувязь можна выразіць словамі: “Лік х з мноства Х большы за лік у з мноства У”. Абазначыўшы гэтую адпаведнасць, напрыклад, літарай Q, можна паказаць, якія элементы знаходзяцца ў адпаведнасці Q, так 

2Q1 , 5 Q1, 5 Q3.  Гэты запіс чытаецца так: “Адзінка адпавядае двум пры адпаведнасці Q (двум адпавядае адзінка пры адпаведнасці Q)”.

     Графік адпаведнасці можна ўявіць у выглядзе мноства пунктаў у прамавугольнай сістэме каардынат. Перададзім графік адпаведнасці з разглядаемага прыклада:


                                     3

                                     2        

                                     1   

                                                2           5 


    Элементам х з мноства адпраўлення можа адпавядаць бясконца многа элементаў у з мноства прыбыцця, канечны лік элементаў і ні аднаго.

     Няцяжка таксама пераканацца ў тым, што элементы у з мноства прыбыцця могуць адпавядаць бясконцаму мноству элементаў з мноства адпраўлення, канечнаму ліку элементаў і ні аднаму.

     Няхай дадзена адпаведнасць R паміж мноствамі Х і У. Мноства ўсіх элементаў х  Х, такіх, што х R у , называецца мноствам (вобласцю) азначэння, а мноства ўсіх такіх элементаў у  У – мноствам значэнняў адпаведнасці R.

     У разглядаемым прыкладзе вобласць азначэння – {2, 5}, а мноства значэнняў супадае з мноствам прыбыцця У.

     Заўвага. Калі мноствы Х і У супадаюць, Х = У, то гавораць не аб адпаведнасці, а аб адносіне паміж элементамі мноства Х.

У гэтым выпадку графік G будзе падмноствам мноства Х × Х : G  Х × Х.

     Прыклад:  Няхай дадзена мноства Х = {1, 2, 3}.

Установім паміж элементамі гэтага мноства адносіну R: “Лік х меншы за лік у" (х < у). Тады G = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}. 

 Граф будзе мець выгляд:

                                                            1


                              3                                  2


Спосабы задання адпаведнасці (адносін).

     Можна вылучыць наступныя спосабы:

1. Калі Х і У канечныя, то ўказваюць усе пары, якія належаць графіку адпаведнасці (адносіны). Гэта можна зрабіць пры дапамозе табліцы, графа ці запісаць усе пары ў выглядзе мноства.

2. Указваюць характарыстычную ўласцівасць усіх пар (х, у), якія належаць графіку адпаведнасці (адносіны). Часта фармулёўку гэтых уласцівасцей запісваюць пры дапамозе матэматычных сімвалаў. Напрыклад, адносіна: “лік х большы за лік у” запішацца “х > у”, “Лік х большы за лік у на 1” -

     “х = у + 1”, "х дзеліцца без астатку на у" – “х 
[image: image2.wmf]M

 у”, “прамая х паралельна    

     прамой у” – “х || у".

3.Будуюць графік адпаведнасці (адносіны) на каардынатнай плоскасці.

  Прыклад. Элементы мноства К = {12, 17,19, 10, 21} і B = {2, 3, 4, 9}   

  знаходзяцца ў адпаведнасці R : “ х 
[image: image3.wmf]M

 у ” (х кратны у); х  K, у  В.

1.Пабудуйце граф адпаведнасці R.

2.Пералічыце ўсе пары лікаў, якія знаходзяцца ў адпаведнасці R.

3.Укажыце сярод наступных запісаў правільныя: 12 R4, 3 R21, 17 R1, 20 R 2.

    Рашэнне: 

1.







2.G = {(12, 2), (12, 3), (12, 4), (10, 2), (21, 3)}.

3. 12R 4.   

Адваротная і супрацьлеглая дадзенай адпаведнасці.
   Азн. Няхай R – некаторая адпаведнасць паміж элементамі мностваў Х і У. Адваротнай ёй будзем называць адпаведнасць R-1, графік якой будзе змяшчаць пары, якія атрымаюцца , калі ў парах графіка адпаведнасці R кампаненты памяняць месцамі.

     Пры відарысе адваротнай адпаведнасці пры дапамозе графа дастаткова памяняць напрамак стрэлак на графе адпаведнасці R.

Прыклад.


G = {(а, 1), (в, 2), (с, 3), (а, 2)}. Графік G´ адваротнай адпаведнасці змяшчае 

пары: G´ = {(1, а), (2, в), (3, с), (2, а)}.

Азн. Адпаведнасць R1 паміж мноствамі Х і У называецца супрацьлеглай адпаведнасці R, калі графік G´´ адпаведнасці R1 роўны: G´´ = Х × У\ G, дзе G – графік адпаведнасці R.

     Прыклад прывесці самастойна.

Разбіенне мноства на падмноствы, якія не перасякаюцца.
Гавораць, што мноства Х разбіта на падмноствы, якія не перасякаюцца (на класы), калі выконваюцца тры ўмовы:

   1.Усе падмноствы не пустыя.

   2.Аб’яднанне ўсіх падмностваў ёсць мноства Х.

   3.Любыя два падмноствы не перасякаюцца.

Гэтае азначэнне ляжыць у аснове ўсемагчымых класіфікацый у біялогіі, хіміі, фізіцы і г.д.; толькі замест слова “падмноства” выкарыстоўваюцца словы “род”, клас”, “від”, група” і інш.

     Прыклад. Разбіць мноства А = {0, 2, 10, 7,  20, 136} на падмноствы, якія не перасякаюцца, любым спосабам.

     Няхай  А1 ={0, 2, 7}, A2 = {10, 20}, A3 = {136}/.

   Лёгка правяраецца выкананне ўсіх умоў разбіення.

Рэфлексіўныя, сіметрычныя і транзітыўныя адносіны (адпаведнасці).Адносіны эквівалентнасці.
     Няхай на мностве Х устаноўлена адносіна R. Калі адносіна R такая, што:

   1.Для усіх х Х выконваецца х R х  ( х знаходзіцца ў адносіне R сам з сабой), то R называюць рэфлексіўнай адносінай.

   2.Калі для любых элементаў х, у  Х з таго, што х R у, вынікае, што у R х, то R называюць сіметрычнай адносінай.

   3.Калі для любых элементаў х, у, z Х з таго, што х R у і у R z, вынікае, што х R z, то R  называюць транзітыўнай адносінай.

     Прыклад. На мностве Х навучэнцаў вучылішча разглядзім адносіну R: “быць аднакурснікам”.

1.Кожны навучэнец аднакурснік сам з сабой.

   Значыць R  - рэфлексіўная адносіна.

2.Калі х аднакурснік у, то у аднакурснік х. R - сіметрычна.

3.Калі х аднакурснік у, а у аднакурснік z, то х  аднакурснік  z.

   Таму R валодае і транзітыўнасцю. Перададзім графы адносін, якія валодаюць гэтымі ўласцівасцямі.

    1.   х                      2.  х                   у            3.   х                    у


                                                                                              z
Адносіну, якая валодае ўласцівасцямі рэфлексіўнасці, сіметрычнасці і транзітыўнасці, называюць адносінай эквівалентнасці.
     Можа быць даказана:

Тэарэма.  Для таго каб адносіна R дазваляла разбіць мноства Х на класы, неабходна і дастаткова, каб R была адносінай эквівалентнасці.

     Элементы мноства Х, якія ляжаць у адным класе, будзем называць  эквівалентнымі (х ~ у), а самі класы – класамі эквівалентнасці.

     Прыклад. На мностве Х – прамых плоскасці – устанавілі

 адносіну R: “х || у”. Гэтая адносіна валодае ўласцівасцямі:

1.Рэфлексіўнасці (таму што кожная прамая х || х).

2.Сіметрычнасці ( калі х || у, то у || х).

3.Транзітыўнасці ( калі х || у і у || z,  то х || z).

     Значыць R – адносіна эквівалентнасці. Усе прамыя плоскасці можна разбіць пры дапамозе адносіны R на класы, якія не перасякаюцца (класы эквівалентнасці). У кожны клас будуць уваходзіць прамыя, паралельныя між сабой. Таму, калі х || у, то можна запісаць х ~ у (х эквівалентна у).

Адносіна антысіметрычнасці. Адносіна парадку.
Азн. Няхай на мностве Х зададзена адносіна R. Гавораць, што яна антысіметрычна, калі для любых розных х, у Х адначасова не выконваецца х R у і у R х.

Прыклад 1. Разгледзім на мностве N адносіну R: “х < у”.

                     Так як не можа адначасова быць: х < у і у < х, то R антысіметрычная адносіна.

Прыклад 2. Разгледзім на мностве N адносіну R: “х 
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 у”. Яна валодае антысіметрычнасцю, бо для любых розных х і у адначасова не выконваецца: х 
[image: image5.wmf]M

 у і у 
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 х.

     Адносіна можа не валодаць ні ўласцівасцю сіметрычнасці, ні ўласцівасцю антысіметрычнасці.

Прыклад. На мностве дзяцей сям’і з вялікай колькасцю братоў і сясцёр, разгледзім адносіну R: “быць братам”. Лёгка праверыць, што яна не з’яўляецца ні сіметрычнай, ні антысіметрычнай.

Адносіна можа валодаць і сіметрычнасцю і антысіметрычнасцю.
Прыклад. Няхай на мностве Х ={1, 2, 3} зададзена адносіна R, якая мае графік: {(1,1), (2, 2), (3, 3)}. Лёгка праверыць, што яна задавальняе азначэнню як сіметрычнай, так і антысіметрычнай адносіны.

Азн. Адносіна, якая валодае ўласцівасцямі антысіметрычнасці і транзітыўнасці, называецца адносінай парадку.
 Прыклад. Высветліць, ці з’яўляецца адносінай парадку на мностве людзей адносіна R: “быць братам”.

   Адносіна R валодае ўласцівасцю транзітыўнасці, а ўласцівасцю антысіметрычнасці не валодае, так як ёсць пары братоў (х брат у і у брат х). Значыць адносінай парадку гэта адносіна не з’яўляецца.

     Адзначым, што сіметрычнасцю гэта адносіна таксама не валодае.

     Прыклад. Лёгка праверыць, што зададзеныя на мностве N адносіны

 R: “х 
[image: image7.wmf]M

 у“ і Q: “х < у” з’яўляюцца адносінамі парадку.

     Мноства  Х, на якім зададзена адносіна парадку, называецца ўпарадкаваным мноствам.

Функцыя. Лікавыя функцыі.

   Азн. Адпаведнасць паміж мноствамі Х і У называецца функцыяй, калі кожнаму элементу мноства Х адпавядае адзін элемент мноства У.

     Х – вобласць азначэння.

Функцыі прынята абазначаць літарамі f, 
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf], , 
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 , 
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 і інш.

Вобласць азначэння f абазначаюць D(f).

Элементы х Х называюць аргументамі, а элементы у, якія адпавядаюць элементам х, называюць – значэннямі функцыі і абазначаюць f(х): у = f(х). Мноства ўсіх лікаў f(х) (х  D(f)) называюць вобласцю (мноствам) значэнняў функцыі f і абазначаюць E(f).

     Калі пры заданні функцыі пры дапамозе формулы не ўказана вобласць азначэння, то ў яе якасці прымаюць мноства ўсіх значэнняў х, пры якіх гэта формула мае сэнс (можна падлічыць значэнне у).

Прыклад. у = 
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 , D(f) = ( - , 2)  (2, + ).

   Лік 2 мы выключылі, бо ён ператварае назоўнік у нуль.

Азн. Функцыя f з вобласцю азначэння Х і значэннямі  ў мностве У называецца лікавай, калі Х і У – лікавыя мноствы.

Азн. Графікам функцыі у = f(х), зададзенай на мностве Х, называюць мноства пунктаў каардынатнай плоскасці, якія маюць каардынаты (х, f(х)) для ўсіх х  Х.          

Спосабы задання функцый.
     Раз функцыя – гэта адпаведнасць (адносіна), то для яе маюць месца тыя ж спосабы задання.

   1.Таблічны: Х = {3, 1, 8, 7, 10}, 

	х
	3
	1
	8
	7
	10
	

	у
	9
	1
	64
	49
	100
	


   2.Аналітычны  (пры гэтым сувязь паміж х і у наладжваецца пры дапамозе формулы):

а) у = х2, х R;

б) у = х, х Z.

  3.Геаметрычны (відарыс (перадача) графіка функцыі ў прамавугольнай сістэме каардынат):







4.Пры дапамозе графа:





  5.Указаннем тройкі мностваў Х, У, G ( G – графік функцыі)

     Х = {1, 6,4}, У = {2, 3, 7}, G = {(1, 2), (6, 3), (4, 7)}.

Адзначым, што пры аналітычным спосабе адна і тая формула можа задаваць розныя функцыі ў залежнасці ад вобласці азначэння. 

Узаемна адназначная адпаведнасць.
Азн. Адпаведнасць паміж мноствамі Х і У называецца ўзаемна адназначнай, калі кожнаму элементу мноства Х адпавядае  адзін элемент мноства У, а кожны  элемент мноства У адпавядае аднаму  элементу з мноства Х.

Прыклад. 



                                                                                    



f – задавальняе азначэнню і таму гэта ўзаемна адназначная адпаведнасць.

 - функцыя, але ўзаемна адназначнай адпаведнасцю не з’яўляецца, так як элемент а адпавядае двум элементам, а в – ні воднаму.

Тэма: Роўнамагутныя мноствы. Бясконцыя мноствы.

     Існуе два спосабы параўнання мностваў па ліку элементаў:

1. Пералічыць элементы мностваў і параўнаць атрыманыя лікі.

2. Устанавіць паміж мноствамі (ці паміж адным мноствам і часткай другога) ўзаемна адназначную адпаведнасць.

Азн. Два мноствы, паміж якімі можна ўстанавіць узаемна адназначную адпаведнасць, называюцца  роўнамагутнымі.
     Абазнач.  А ( В – А роўнамагутна В.

     Канечныя роўнамагутныя мноствы маюць аднолькавы лік элементаў.

Азн. Мноства Х называюць бясконцым, калі яно роўнамагутна нейкаму свайму ўласнаму падмноству.

Азн. Мноства, якое мае тую ж магутнасць, што і мноства N, называюць лічыльным.                                           
Прыклад. Пакажам, што мноства ўсіх цотных натуральных лікаў лічыльнае, а мноства N – бясконцае. 
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   Тут указана, як устанавіць узаемна адназначную адпаведнасць паміж У і N (іншымі словамі – занумараваць элементы мноства У). Так як У ( N і N ( У, то N –бясконцае, а У – лічыльнае.

     З гэтага прыклада вынікае, што ўсякае лічыльнае мноства бясконцае і ўсе яго элементы можна занумараваць, г.з. паставіць ім у адпаведнасць адзін натуральны лік.

     Узнікае пытанне, ці ёсць бясконцыя мноствы, якія не з’яўляюцца лічыльнымі?

     Даказана, што мноства сапраўдных лікаў, якія адпавядаюць пунктам адрэзка [0, 1] лікавай прамой, не з’яўляецца лічыльным.




Прыклад. Устанавіць узаемна адназначную адпаведнасць паміж мноствамі пунктаў адрэзкаў [AB] і [CD] :






З гэтага прыкладу відаць, што мноствы пунктаў усіх адрэзкаў роўнамагутны, а таксама, што мноства пунктаў любога адрэзка не з’яўляюцца лічыльным. 

Глава 3. Элементы матэматычнай логікі.

Выказванні. Простыя і састаўныя выказванні.

Азн. Выказваннем называюць апавядальны сказ, пра які можна гаварыць, праўдзівы ён ці непраўдзівы.

     Прыклад.   5 · 2 = 5 – непраўдзівае выказванне(Н),

                        4 + 1 = 5 – праўдзівае выказванне (П).

      Існуюць апавядальныя сказы, якія выказваннямі не з’яўляюцца.

     Прыклад. 1.Любое азначэнне выказваннем не з’яўляецца.

                      2.х + 5 = 10, гэты сказ ператвараецца ў выказванне, калі замест х падставіць нейкі канкрэтны лік.

     Заданні па ўстанаўленню праўдзівасці або непраўдзівасці сказаў (матэматычных і іншых) у розных відах часта сустракаюцца ў пачатковай школе (вусна прывядзіце прыклады).

Азн. Выказванні, якія нельга падзяліць на некалькі выказванняў, называюць – простымі (элементарнымі).

Азн. Высказванні, якія ўтвараюцца з простых з дапамогай злучнікаў “і”, “або”, “калі..., то”, “тады і толькі тады, калі”,   “няпраўда, што”, - называюцца састаўнымі.

     Прыклад. “5 ( 3” інакш запішацца “5 ( 3  або  5 = 3”.

   Нас будзе цікавіць праўдзівасць і непраўдзівасць выказванняў, а не іх сэнс.

Лагічныя аперацыі над выказваннямі.

     Для таго, каб увесці аперацыі над выказваннямі неабходна:

1.Указаць, як чытаецца атрыманае выказванне.

2.Указаць, калі яно праўдзівае, а калі – не.

Адмоўе выказвання.

Выказванні абазначаюць вялікімі літарамі лацінскага алфавіта: А, В, С,Х.....

     Хоць словы “няпраўда, што”  злучнікам не з’яўляюцца, мы будзем лічыць, што з яго дапамогай таксама ўтвараюцца новыя выказванні.

Азн. Адмоўем выказвання А называецца выказванне “няпраўда, што А” 

(не А), якое праўдзівае, калі А непраўдзівае, і непраўдзівае, калі А- праўдзівае. Абазначэнне: А ( IА).

     Табліца праўдзівасці, якая паказвае, як залежыць праўдзівасць састаўнога выказвання  ад праўдзівасці ўтвараючых яго простых выказванняў, для адмоўя мае выгляд:

	
А
	А

	П
	Н

	Н
	П


     Саставім табліцу праўдзівасці для выказвання А:

	
А
	А
	А

	П
	Н
	П

	Н
	П
	Н


  

Параўнаўшы 1 і 3 слупкі, бачым, што значэнні праўдзівасці выказванняў А і А 


супадаюць. У такіх выпадках будзем пісаць: А = А і называць выказванні роўнымі (або раўназначнымі).

     Калі ў выказванні ёсць часціца “не”, то пры адмоўі яе можна адкінуць.

Кан’юнкцыя выказванняў.
Азн. Кан’юнкцыяй выказванняў А, В называецца выказванне “А і В”, праўдзівае, калі праўдзівыя абодва выказванні А і В, і непраўдзівае ва ўсіх астатніх выпадках.

Абазнач.: А ( В (А і В).

     Згодна азначэння табліца праўдзівасці для кан’юнкцыі мае выгляд:

	А
	В
	А(В

	П
	П
	П

	П
	Н
	Н

	Н
	П
	Н

	Н
	Н
	Н


Прыклад.: “3 ( 5 ( 6” – П, так як “3 ( 5” – П і “5 ( 6” – П.

                   6 ( 5 ( 7 – Н, так як “6 ( 5” – Н.

Дыз’юнкцыя выказванняў.
Азн. Дыз’юнкцыяй выказванняў А і В называецца выказванне “А або В”, непраўдзівае, калі абодва выказванні А і В непраўдзівыя, і праўдзівае ва ўсіх астатніх выпадках.

Абазн. А ( В.

     Табліца праўдзівасці:
	А
	В
	А(В

	П
	П
	П

	П
	Н
	П

	Н
	П
	П

	Н
	Н
	Н


     Прыклад: “2 ( 3” – П, так як “2  = 3” – Н, а “2 ( 3” – П.

                               ____      _     _   ____      _     _          _                  _

     Дакажам, што А ( В = А ( В, А ( В = А ( В. А ( А = Н, А ( А = П.

                                                                                  _____     __   __

Саставім табліцу праўдзівасці для выказванняў А ( В  і  А ( В:

	А
	В
	_

А
	_

В
	А(В
	А(В
	_     _

А ( В
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	Н
	Н

	П
	Н
	Н
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                                                                                                   _____     _     _

     Супадзенне двух апошніх слупкоў і даказвае роўнасць А ( В = А ( В.

                                                                                         _   

 Саставім табліцу праўдзівасці для выказвання А ( А:

	А
	_

А
	       _

А ( А

	П
	Н
	Н

	Н
	П
	Н


                                                      _

     З табліцы вынікае, што А ( А = Н.

       Самастойнае заданне:  _____     _    _           _

     Даказаць роўнасці:         А ( В = А ( В, А ( А = П, 

А ( В = В ( А, А ( В = В ( А

(А ( В) ( С = А (( В ( С), (А ( В) ( С = А ( (В ( С).

Імплікацыя выказванняў.
Азн. Імплікацыяй выказванняў А і В называецца выказванне, “калі А, то В”, непраўдзівае, калі А – праўдзівае, а В – непраўдзівае, і праўдзівае ва ўсіх астатніх выпадках.

    Абазн:   А ( В. А – умова імплікацыі, В – выснова (заключэнне)

     Табліца праўдзівасці: 

	А
	В
	А(В

	П
	П
	П

	П
	Н
	Н

	Н
	П
	П

	Н
	Н
	П


 Азн. Няхай дадзена імплікацыя А ( В . Тады імплікацыя

1)В ( А называецца адваротнай дадзенай,

    _      _

2)А ( В (калі не А, то не В) называецца процілеглай дадзенай.

Тэарэма. Для любых выказванняў А і В будзе правільнай роўнасць: 

                               _       _

               А ( В = В ( А

( дадзеная імплікацыя і процілеглая адваротнай ей роўныя).

     Доказ тэарэмы вынікае з параўнання двух апошніх слупкоў табліцы:

	А
	В
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А
	_

В
	А(В
	_     _

В(А
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                                      _      _

     Роўнасць А ( В = В ( А выкарыстоўваецца пры доказе тэарэм метадам ад процілеглага.

Эквіваленцыя выказванняў.
Азн. Эквіваленцыяй двух выказванняў А і В называецца выказванне “А тады і толькі тады, калі В”, праўдзівае калі А і В абодва праўдзівыя ці непраўдзівыя, і непраўдзівае, калі А і В маюць розныя значэнні праўдзівасці.

Абазн. А ( В. Табліца праўдзівасці:

	А
	В
	А(В

	П
	П
	П

	П
	Н
	Н

	Н
	П
	Н

	Н
	Н
	П


Лёгка даказаць, што А ( В = (А ( В) ( (В ( А).

     Прынята лічыць, што лагічныя аперацыі ў выразе без дужак выконваюцца ў наступным парадку: адмоўе, кан’юнкцыя, дыз’юнкцыя, імплікацыя, эквіваленцыя.

Прэдыкат.
Азн. Сказ з адной або некалькімі пераменнымі, які пры падстаноўцы замест пераменных пэўных значэнняў ператвараецца ў выказванне, называецца прэдыкатам.
   Прыклад.  х ( 5. Пры падстаноўцы замест х лікаў атрымаем праўдзівае або непраўдзівае выказванне.

    З кожным прэдыкатам звязаны два мноствы:

1) мноства азначэння(вобласць азначэння),

2) мноства праўдзівасці прэдыката.

Азн. Мноства, пры падстаноўцы элементаў якога ў прэдыкат ён ператвараецца ў выказванне, называецца вобласцю азначэння прэдыката.
     Вобласць азначэння можа быць зменшана ва ўмове канкрэтнага задання.

Азн. Мноства, элементы якога ператвараюць прэдыкат у праўдзівае выказванне, называюць мноствам праўдзівасці прэдыката.

     Абазначаюць прэдыкаты так: А(х), х ( Х. Гэты запіс чытаюць: “На мностве Х зададзены прэдыкат А(х)(А ад х).

     Калі замест х падставіць любое яго значэнне а (Х, то атрымаецца выказванне А(а).

     Калі А(а) – П, то гавораць, што элемент а валодае ўласцівасцю А,

 а калі А(а) – Н, то – не валодае.

     Над прэдыкатамі выконваюць тыя ж аперацыі, што і над выказваннямі.

Азн. Кан’юнкцыяй прэдыкатаў А(х) і В(х), зададзеных на мностве Х, называецца прэдыкат А(х) ( В(х), зададзены на тым жа мностве, які  

ператвараецца ў праўдзівае выказванне для такіх х ( Х, для якіх кожны з прэдыкатаў А(х) іВ(х) ператвараецца ў праўдзівае выказванне.

     Аналагічна вызначаюцца астатнія аперацыі .(Запісаць самастойна).

Лагічная выніковасць. Раўназначнасць матэматычных сказаў.

Неабходная і дастатковая ўмовы.

     Калі імплікацыя А(х) ( В(х) праўдівая для ўсіх х ( Х (ТА(в =Х), то гавораць, што прэдыкат В(х)  лагічна вынікае з прэдыката А(х).

     Калі В(х) лагічна вынікае з А(х), а А(х) лагічна вынікае з В(х) (гэта значыць, што заўсёды праўдзівыя імплікацыі А(х) ( В(х) і В(х) ( А(х)), то гавораць, што прэдыкаты А(х) і В(х) раўназначныя на мностве Х.

     Няхай на мностве Х зададзена імплікацыя А(х) ( В(х), праўдзівая для ўсіх 

х ( Х. Тады гавораць,што прэдыкат А(х) з’яўляецца дастатковай умовай для В(х), а В(х) – неабходнай для А(х).

     У выпадку, калі імплікацыі А(х) ( В(х) і В(х) ( А(х) праўдзівыя для ўсіх 

х (Х, атрымоўваецца, што А(х) з’яўляецца дастатковай і неабходнай умовай для В(х), а В(х) – неабходнай і дастатковай умовай для А(х). У гэтым выпадку прэдыкаты раўназначныя.

Квантары агульнасці і існавання.

   Азн. Выраз “Для ўсіх х (для любога х)” называюць квантарам агульнасці.
     Абазначэнне: ((х).

   Выказванне ((х ( Х)Р(х) чытаюць:

“Для ўсіх х ( Х мае месца Р(х)”.
Азн. Выраз “Існуе х (для некаторага х; хаця б для аднаго х)” называюць квантарам існавання .

 Абазн.: ( 
[image: image13.wmf]$

х).

     Выказванне (
[image: image14.wmf]$

х ( Х)Р(х)  чытаюць: “Існуе х ( Х для якога мае месца Р(х)”.

     Праўдзівасць выказвання ( 
[image: image15.wmf]"



 SHAPE  \* MERGEFORMAT  х ( Х)Р(х)   звычайна даказваецца, а непраўдзівасць правяраецца прывядзеннем прыклада такога х, для якога не мае месца Р(х).

     Праўдзівасць выказвання (
[image: image16.wmf]$

х ( Х)Р(х)  правяраецца прывядзеннем прыклада такога х, для якога мае месца Р(х), а непраўдзівасць звычайна даказваецца.

     Адмоўе выказванняў, змяшчаючых квантары, будуецца наступным чынам:

    _____________                     ____   ____________                    ____
    ( ( х ( Х)Р(х)  = (
[image: image17.wmf]$

 


 SHAPE  \* MERGEFORMAT  х ( Х)Р(х) = ( ( х ( Х)Р(х),
 х ( Х)Р(х), (  
альбо паставіўшы перад гэтым выказванем словазлучэнне “няпраўда што”.                                                   

Структура тэарэмы.Віды тэарэм. Некаторыя спосабы доказу.

       Пад тэарэмай разумеюць выказванне аб тым, што з уласцівасці А вынікае ўласцівасць В. Праўдзівасць устанаўліваецца шляхам правядзення доказу.

     Такім чынам большасць тэарэм можна сфармуліраваць у выглядзе імплікацыі:

(1)   (( х ( Х) А(х) ( В(х), дзе квантар ( х ( Х – тлумачальная частка – у ёй гаворыцца ,аб якім мностве аб’ектаў ідзе размова ў тэарэме; А(х) – умова,

В(х) –заключэнне тэарэмы.

      Заўвага. Тлумачальная частка і словы “калі....., то... ” не заўсёды гучаць у фармуліроўцы  тэарэмы, але яны падразумеваюцца і пры рабоце з тэарэмай яе можна сфармуліраваць у выглядзе (1).

     Прыклад 1. Разгледзім тэарэму:  Дыяганалі ромба ўзаемна перпендыкулярны. Яе можна запісаць у выглядзе (1), дзе Х – мноства чатырохвугольнікаў, А(х): “Чатырохвугольнік х- ромб, В(х): “У чатырохвугольніка х дыяганалі перпендыкулярны”.

     Тады гэта тэарэма гучыць так: “Для ўсіх чатырохвугольнікаў мае месца, калі чатырохвугольнік ромб, то яго дыяганалі перпендыкулярны”.

      Калі тэарэма праўдзівая для ( х ( Х, то яе можна сфармуляваць выкарыстоўваючы словы “неабходна” або “дастаткова”. Так тэарэму з прыклада 1 можна сфармуляваць так: “Для таго, каб дыяганалі чатырохвугольніка былі перпендыкулярны, дастаткова, каб ён быў ромбам”, або: “Для таго, каб чатырохвугольнік быў ромбам, неабходна, каб яго дыяганалі былі перпендыкулярны”.

     Для тэарэм захоўваюцца тыя ж назвы, што і для імплікацый:

 Няхай дадзена тэарэма(1):

         (( х ( Х) А(х) ( В(х)  (1).

Тады тэарэма (( х ( Х) В(х) ( А(х) (2) – адваротная (1)
                                         ____      ___

                        (( х ( Х) А(х) ( В(х) (3) – процілеглая (1)

                                        ____      ____

                        (( х ( Х) В(х) ( А(х) (4) -  адваротная процілеглай (1)

Тэарэмы (1) і (4), як намі было паказана раней, праўдзівыя адначасова, а (1) з тэарэмамі (2), або (3) – не абавязкова.

     Прыклад:
   Дадзена тэарэма: “ Калі вуглы вертыкальныя, то яны – роўныя” (1).

Т.2: “Калі вуглы роўныя, то яны вертыкальныя” – непраўдзівая  :    1       2 

Т.3: “Калі вуглы не вертыкальныя, то яны няроўныя” – непраўдзівая;

           ( 1 = ( 2, але яны не вертыкальныя.

Т.4: “Калі вуглы не роўныя, то яны не вертыкальныя” – праўдзівая.

                                                                                   ___       ____

      Роўнасць: (( х ( Х) А(х) ( В(х) ( (( х ( Х) В(х) ( А(х) называюць законам кантрапазіцыі і выкарыстоўваюць пры доказе метадам ад процілеглага.

Глава 4.     Ураўненні, няроўнасці.

 Лікавыя выразы.

     Азн. Лікі, і злучваючыя іх знакі арыфметычных дзеянняў, і дужкі ўтвараюць лікавыя выразы.

     Выразы называюць у залежнасці ад таго, якое дзеянне выконваецца апошнім.

     Выканаўшы дзеянні, указаныя ў выразе, мы атрымаем лік, які называюць значэннем выразу.
    Выраз можа ўяўляць з сябе толькі адзін лік. Тады яго значэнне і роўна гэтаму ліку.

Азн. Калі значэнні двух лікавых выразаў супадаюць, то гавораць, што гэтыя лікавыя выразы роўныя.

 Прыклад. Выразы 5 + 4 і 23 + 1 роўныя.

     Выразы 14 : (8 – 8) і (15 – 19 не маюць лікавых значэнняў на мностве R. У гэтым выпадку гавораць, што яны не маюць сэнса.

Лікавыя роўнасці і іх уласцівасці.

 Азн. Выказванне віду а = в, дзе а і в лікавыя выразы, называецца лікавай роўнасцю.
     Роўнасці, як і ўсякія выказванні, бываюць праўдзівыя і непраўдзівыя.

Прыклад. 16 : 2 = 18 – 10 – П, 15 + 12 = 4 ( 7 – Н.

Уласцівасці праўдзівых лікавых роўнасцей (п.л.р.).
1.Калі а = в – п.л.р., m – лікавы выраз, які мае сэнс (лікавае значэнне), то      

 а + m = в + m – таксама п.л.р. Гэта значыць, што калі да абедзвюх частак п.л.р. дадаць(адняць) адзін і той жа лікавы выраз, які мае значэнне, то атрымаем п.л.р.

   На аснове гэтай уласцівасці лік можна перанесці з адной часткі п.л.р. у другую з процілеглым знакам (а + в = с, дададзім(-в), атрымаем а = с + (-в)).

2.Калі а = в – п.л.р. і m – любы лікавы выраз, які мае сэнс (значэнне), то

 а  m = в   m – п.л.р.

Лікавыя няроўнасці і іх уласцівасці.
Азн. Выказванні віду а ( в або а ( в, дзе а і в лікавыя выразы, называюцца лікавымі няроўнасцямі.
     Няроўнасці а ( в і с ( d называюцца няроўнасцямі аднолькавага сэнсу, а няроўнасці а ( в і с ( d – процілеглага сэнсу.
Лічаць па азначэнню, што а ( в ( а - в ( 0, гэта значыць, што а – в дадатны лік, а ( в ( а – в ( 0, г.з. а – в адмоўны лік.

Асноўныя ўласцівасці праўдзівых лікавых няроўнасцей (п.л.н.).

1.Калі а ( в, то в ( а.

     Доказ: Калі а ( в, то а – в ( 0, а тады процілеглы лік – (а – в) ( 0, 

адкуль в – а  ( 0, значыць в ( а.

2. а ( в, в ( с ( а ( с

                              азн.(                                        сума двух

Доказ: а ( в, в ( с ( а – в ( 0, в – с ( 0 ( (а – в) + (в –с) ( 0 ( 

                             азн.(                                                        адм.ёсць адм.лік

  ( а – с ( 0 ( а ( с.

3. а ( в ( а + с ( в + с.                                                                                       азн.( 

Доказ:  (а + с) – (в + с) = а - в ( 0, так як а ( в, значыць (а + с) – (в + с) ( 0 (
· а + с ( в + с.

   Вынік. Любы лік можна перанесці з адной часткі няроўнасці ў другую, калі памяняць пры гэтым знак на процілеглы.

4. Калі  а ( в і с ( 0, то ас ( вс,

              а ( в і с ( 0, то ас ( вс.

Даказаць самастойна.

     Аналагічныя ўласцівасці маюць месца для адносіны “ (”.

5. а ( в і с ( d ( а + с ( в + d,

6. а ( в і с ( d ( а – с ( в – d.          

(Даказаць роўнасці 5 і 6 у якасці прыкладаў).

     Так як лікавыя роўнасці і няроўнасці з’яўляюцца выказваннямі, то над імі можна выконваць лагічныя аперацыі:  (, (, (,  - . 

     Прыклад: 1) а ( в ёсць а ( в ( а = в; 2) а ( в ( с  ёсць а ( в ( в ( с;

                           _____

                       3) а ( в ( а ( в ( а = в;       4) а ( в ( а ( в ( а ( в.

Выраз з пераменнай. Вобласць азначэння выраза.

Тоеснасць.
Азн. Лікі і літары, злучаныя знакамі арыфметычных дзеянняў, і дужкі ўтвараюць выразы з пераменнымі.

     Выраз з пераменнай не з’яўляецца ні выказваннем, ні прэдыкатам.

     Калі пры падстаноўцы значэння х = а выраз з пераменнай f(x) ператвараецца ў лікавы выраз, які не мае лікавага значэння, то гавораць, што пры х = а выраз f(x) не мае сэнса.

     Вобласць азначэння выраза з пераменнай вызначаецца аналагічна вобласці азначэння функцыі.

Азн. Мноства значэнняў пераменнай х ( Х, пры якіх выраз f(x) мае сэнс 

(лікавае значэнне), называецца вобласцю азначэння выраза f(x).

Прыклад. Знайсці вобласць азначэння выразаў:

 а) 7у – 14    ,    у2- 3у ( 0,  у(у – 3) ( 0, у ( 0, у ( 3.
    у2 – 3у 
                         у
[image: image19.wmf]Î

  ]- (, 0[ ( ]0, 3[ ( ] 3, +([,

б) (х – 3, х – 3 
[image: image20.wmf]³

 0,  х ( 3.  х
[image: image21.wmf]Î

 [  3, +([.

Азн. Два выразы f(x) и g(x) называюць тоесна роўнымі на лікавым мностве Х, калі:

1) Вобласці азначэння іх супадаюць.

2) Для любога ліка х0 з вобласці азначэння выразаў значэнні выразаў супадаюць, гэта значыць праўдзівая лікавая роўнасць: f(x0) = g(x0).

  Прыклад. 3(х – 4) ( 3х – 12 на мностве R.

   f(x)=
[image: image22.wmf]2
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.  На мностве R f(x) 
[image: image24.wmf]¹

 g(x),

так як f(0)  існуе і роўна 5/2, а g(0) не існуе. А на мностве N f(x) ( g(x).

Азн. Злучыўшы знакам роўнасці два тоесна роўных выраза атрымаем  тоеснасць.
   Замена аднаго выраза другім тоесна яму роўным называецца  тоесным пераўтварэннем.

  Да тоесных пераўтварэнняў можна аднесці:

1)Прывядзенне падобных членаў;

2)Раскладанне мнагачленаў на множнікі;

3)Скарачэнне дробаў;

4)Дзеянні над выразамі па вызначаных правілах

(а + в = в + а, (а + в)2 = а2 + 2ав + в2, а   с     аd - cв   і  г.д.)
                                                                в   d       вd
Ураўненне з адной пераменнай.

Раўназначныя ўраўненні. Тэарэмы аб раўназначнасці ўраўненняў.

Азн. Прэдыкат віду f(x) = g(x), дзе f(x), g(x) выразы з пераменнай, х ( Х, называюць ураўненнем з адной пераменнай.

Азн. Лік а ( Х называюць рашэннем (каранём) ураўнення, калі пры падстаноўцы яго замест х ва ўраўненне, яно ператвараецца ў праўдзівую лікавую роўнасць (праўдзівае выказванне).

      Рашыць ураўненне – значыць знайсці мноства яго каранёў, іншымі словамі – мноства праўдзівасці прэдыката.

Азн. Мноства значэнняў пераменнай, пры якіх выразы f(x) і g(x) маюць значэнні (сэнс), называюць вобласцю азначэння ўраўнення f(x) = g(x).

Азн. Ураўненні называюць раўназначнымі на мностве Х, калі мноствы каранёў гэтых ўраўненняў, якія належаць мноству Х, супадаюць.

   Прыклад: Ураўненні 3х – 4 = 2 і (х - 2)(х + 3) = 0 раўназначныя на мностве N, так як на гэтым мностве мноства рашэнняў супадаюць: Т1 = {2} і Т2{2}, але не раўназначныя на мностве Z , т.я. Т1 ={2}, а  Т2 = {2, -3}, на гэтым мностве.

     Тэарэма. Калі да кожнай часткі ўраўнення f(x) = g(x) (1), зададзенага на мностве Х, дадаць адзін і той жа выраз h(x), які мае значэнне на ўсім мностве Х, то атрымаем ураўненне f(x) + h(x) = g(x) + h(x) (2), раўназначнае зыходнаму ўраўненню (1) на мностве Х.

 Доказ: Няхай Т1 – мноства каранёў ураўнення (1), тады па азначэнню кораня маем, што для любога а ( Т1 f(а) = g(а) – п.л.р., а h(а) – лікавы выраз, які мае значэнне.

     Згодна ўласцівасці 1 п.л.р., прыбавіўшы h(а) да абедзвюх частак п.л.р., атрымаем, што f(а) + h(а) = g(а) + h(а) – таксама п.л.р. А гэта азначае па азначэнню кораня ўраўнення, што а з’яўляецца коранем ураўнення (2), гэта значыць, што а ( Т2, дзе  Т2 – мноства каранёў ураўнення (2). Такім чынам мы паказалі: любое рашэнне ўраўнення (1) з’яўляецца рашэннем ураўнення (2), г.зн. а ( Т1 ( а ( Т2.

     Гэтак жа паказваецца, што  а ( Т2 ( а ( Т1(да абедзвюх частак п.л.р. 

f(а) + h(а) = g(а) + h(а) – дададзім адзін і той жа лікавы выраз (- h(а)).

     Такім чынам, маем, што Т1 = Т2, а гэта значыць, што ўраўненні (1) і (2) раўназначныя.

Вынік. Члены ўраўнення можна пераносіць з адной яго часткі ў другую з процілеглым знакам.

     Сапраўды, дададзім да дзвюх частак ураўнення f(х) + h(х) = g(х) выраз з пераменнай (- h(х)), атрымаем f(х) = g(х) - h(х) – ураўненне раўназначнае зыходнаму.

 Тэарэма 2. Калі кожную частку ўраўнення f(х) = g(х) (1), х ( Х, памножыць на лік, або  выраз h(х), які мае значэнне для ўсіх х ( Х і h(х) ( 0 пры ўсіх х ( Х, то атрымаем ураўненне f(х) ( h(х) = g(х) ( h(х) раўназначнае зыходнаму ўраўненню (1).

     Доказ аналагічны доказу тэарэмы 1. ( Правесці самастойна).

Заўвага. Пры выкананні тоесных пераўтварэнняў нейкай часткі ўраўнення атрымаецца ўраўненне раўназначнае дадзенаму.

Няроўнасці з адной пераменнай. Раўназначныя няроўнасці.

 Тэарэмы аб раўназначнасці няроўнасцей.
Азн. Прэдыкаты віду f(х) ( g(х) або f(х) (  g(х), зададзеныя на мностве Х, называюцца няроўнасцямі з адной пераменнай.

     У далейшым будзем разглядаць няроўнасці выгляду f(х) ( g(х), х ( Х, і мець на ўвазе, што ўсё сказанае адносіцца таксама і да няроўнасцей f(х) ( g(х), х (Х.

Азн. Лік а ( Х называюць рашэннем няроўнасці f(х) ( g(х), калі пры х = а дадзеная няроўнасць ператвараецца ў праўдзівую лікавую няроўнасць.
     Рашыць няроўнасць f(х) ( g(х) – значыць знайсці мноства яе рашэнняў, іншымі словамі – мноства праўдзівасці гэтага прэдыката.

Азн. Дзве няроўнасці называюць раўназначнымі на мностве Х, калі мноствы іх рашэнняў, якія належаць мноству Х, супадаюць.

Прыклад. Няроўнасці х + 2 ( 0 і х + 5 ( 3 раўназначныя, таму, што іх мноствы рашэнняў супадаюць і ўяўляюць сабой інтэрвал ( - (, -2).

Тэарэма 1. Калі да кожнай часткі няроўнасці (1) f(х) ( g(х), зададзенай на мностве Х, дадаць адзін і той жа лік або выраз h(х), які мае сэнс для ўсіх х(Х, то атрымаем няроўнасць f(х) + h(х) ( g(х) + h(х) (2), раўназначную (1) на мностве Х.

Доказ. Няхай T1 – мноства рашэнняў няроўнасці (1), а T2 – мноства рашэнняў няроўнасці (2). Няхай х = а нейкае рашэнне (1). Значыць а ( T1. Па азначэнню рашэння, тады  f(а) ( g(а) – праўдзівая лікавая няроўнасць і h(а) – лікавы выраз, які мае сэнс. Па ўласцівасці праўдзівых лікавых няроўнасцей атрымліваем, што 

f(а) + h(а) ( g(а) + h(а) таксама праўдзівая лікавая няроўнасць. А гэта значыць, што а з’яўляецца рашэннем няроўнасці (2): а ( T2.

     Такім чынам, маем а ( T1 ( а ( T2.

     Няхай цяпер х = в – якое-небудзь рашэнне няроўнасці (2). Гэта значыць 

в ( T2. Тады  f(в) + h(в) ( g(в) + h(в) – п.л.н. Згодна ўласцівасці п.л.н. дададзім да кожнай часткі лікавы выраз (- h(в)) і атрымаем п.л.н. f(в) ( g(в), а гэта значыць, што в з’яўляецца рашэннем няроўнасці (1), значыць в ( T1.

Атрымалі, што в ( T2 ( в ( T1.

Па азначэнню роўных мностваў маем, што T2 = T1, значыць няроўнасці (1) і (2) раўназначныя. Тэарэма даказана.

Вынік. Члены няроўнасці можна пераносіць з адной часткі ў другую з процілеглым знакам.

Тэарэма 2. Калі абедзве часткі няроўнасці  f(х) ( g(х), зададзенай на мностве Х, памножыць на адзін і той жа выраз h(х), зададзены на мностве Х і дадатны на ім, то атрымаем няроўнасць f(х)h(х) ( g(х)h(х), раўназначную зыходнай.

Тэарэма 3. Калі абедзве часткі няроўнасці f(х) ( g(х), зададзенай на мностве Х, памножыць на адзін і той жа выраз h(х), зададзены на мностве Х і адмоўны на ім, то атрымаем няроўнасць f(х)h(х) ( g(х)h(х), раўназначную зыходнай.

     Доказы тэарэм 2 і 3 аналагічныя доказу тэарэмы 1.

Правесці іх у сшытку самастойна.
Заўвага. У тэарэмах 1, 2, 3 замест выразу h(х) можа брацца сапраўдны

Глава 5. Цэлыя неадмоўныя лікі і дзеянні над імі.

Паняцце аб натуральным ліку як агульнай уласцівасці класа канечных роўнамагутных мностваў. Мноства N0 і яго уласцівасці.

Азн. Агульную ўласцівасць класа канечных раўнамагутных мностваў называюць  натуральным лікам.
     Так, напрыклад, лік 5 азначае не 5 пальцаў, не 5 старон пяцівугольніка, а тую агульную ўласцівасць, якой валодаюць усе гэтыя мноствы – іх колькасную характарыстыку.  N = {1, 2, 3, . . .}.
     Лічэнне – гэта ўстанаўленне ўзаемна адназначнай адпаведнасці паміж элементамі мноства і адрэзкам натуральнага рада лікаў, пачынаючы з 1, пры гэтым апошні названы лік паказвае колькасць элементаў у дадзеным мностве.

     Кожнаму мноству можна паставіць у адпаведнасць адзін і толькі адзін натуральны лік, а кожнаму ліку  -  клас роўнамагутных мностваў.

     Па аналогіі пустому мноству паставім у адпаведнасць лік, які называецца “нулём” і абазначаецца “0”.

Азн. N0 = N ( {0}.

     Мноства N0 з’яўляецца ўпарадкаваным мноствам, так як на ім можна задаць адносіну парадку.

   Напрыклад: R: “х ( у”. Дакажам, што R – адносіна парадку.

1.Гэта адносіна антысіметрычна, так як не можа быць адначасова а ( в, і в ( а, так як не могуць быць адначасова адмоўнымі лікамі а – в і в – а.

2. R – транзітыўна. Калі а ( в і в ( с, то а ( с (глядзі адпаведны доказ гэтай уласцівасці для п.л.н.).

     Такім чынам R – адносіна парадку.

Мноства N0 з’яўляецца бясконцым.

     Напомнім, што бясконцым называецца мноства роўнамагутнае нейкаму свайму ўласнаму падмноству.

     Бясконцасць мноства N0 вынікае з таго, што N0 роўнамагутна, напрыклад, мноству цотных лікаў  А = {0, 2, 4, . . .}, прычым А ( N0. Роўнамагутнасць мностваў N0 і А вынікае з таго, што паміж імі можна ўстанавіць узаемна адназначную адпаведнасць, напрыклад, так :
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(умець тлумачыць, чаму такая адпаведнасць будзе ўзаемна адназначнай).

     Калі ўпарадкаваць мноства N0 з дапамогай адносіны “х ( у”, то паміж двума суседнімі лікамі а і в (а ( в) нельга ўстанавіць яшчэ адзін лік з мноства N0.

     Гэтую ўласцівасць мноства N0 называюць дыскрэтнасцю.
Тэарэтыка – мноственны сэнс сумы двух цэлых неадмоўных 

лікаў. Існаванне сумы і яе адназначнасць.

     Лік элементаў мноства А будзем абазначаць n (А) (n ад А).

Прыклад.  А ={а, в, с, d}, n(А) = 4.

Азн. Сумай с двух цэлых неадмоўных лікаў а і в называюць лік элементаў  у аб’яднанні мностваў А і В, такіх, што n (А) = а,  n (В) = в, А ( В = (.

     Карацей: а + в = n(А) + n(В) = n(А ( В) = с.

Прыклад. Няхай трэба знайсці суму лікаў 2 і 3. Возьмем, напрыклад, мноствы 

А = {a, в}, В = {c, d, k}, А ( В = (.

Тады А ( В = {a,в, c, d, k}  і n(А ( В) = 5.    Значыць 2 + 3 = 5.

Азн. Дзеянне, пры дапамозе якога знаходзяць суму, называюць складаннем, а лікі, якія складваюць, - складаемымі: а + в = с, а + в – сума лікаў а і в, с – сума, а і в – складаемыя.

     Падкрэслім, што ў азначэнні сумы ёсць абавязковая ўмова: А ( В = (. Так, калі б у разгледжаным вышэй прыкладзе ў мностваў А і В былі аднолькавыя элементы (А ( В ( (), то лік элементаў у аб’яднанні не быў бы ровен 5: 
А = {a, в}, В = {а, в, с}, n(А) = 2, n(В) = 3, А ( В = {а, в, с}, n(А ( В) = 3, а не 5. Значыць у дадзеным выпадку n(А) + n(В) ≠ n(А ( В).

      Запішам формулу знаходжання сумы колькасцей элементаў двух любых мностваў, у тым ліку і перасякаючыхся:

n(А) + n(В) = n(А ( В) + n(А ( В)
Дабавім n(А ( В), так як агульныя элементы мностваў А і В у  левай частцы лічацца і ў мностве А, і ў мностве В, а ў аб’яднанні яны запісаны і палічаны толькі адзін раз.

Прыклад. А = {1, 2, 3, 4}, В = {3, 4, 5}.

n(А) = 4, n(В) = 3, А ( В = { 1, 2, 3, 4, 5}, n (А ( В) = 5.

А ( В = {3, 4}, n(А  ( В ) = 2.

                     n(A)              n(B)           n(A ( B)     n(A ( B)

4 + 3 = n{1, 2, 3, 4} + n{3, 4, 5} = n{1, 2, 3, 4, 5} + n{3, 4} = 5 + 2 = 7.

Азн. а1 + а2 + а3 = (а1 + а2) + а3  і аналагічна для любога ліку складаемых.

Прыклад.  2 + 3 + 6 + 5 = ((2 + 3) + 6) + 5 = (5 + 6) + 5 = 11 + 5 = 16.

Тэарэма. Якія б ні былі два лікі  а і в ( N0, заўсёды існуе лік с ( N0, які з’яўляецца іх сумай.

Доказ. Якія б  ні былі лікі а , в ( N0, заўсёды  знойдуцца такія мноствы А і В, што n(A) = a, n(B) = в, n(А ( В) =(. Значыць існуе аб’яднанне мностваў А ( В 

і лік с = n(А ( В). Але гэты лік с па азначэнню сумы і з’яўляецца сумай лікаў а і в. (Калі а або в роўна 0, то А або В роўна ().

Тэарэма. Сума двух любых лікаў а, в ( N0  знаходзіцца адназначна. (Без доказу).

Складанне цэлых неадмоўных лікаў.

Камутатыўнасць і асацыятыўнасць складання.

Тэарэма. Для любых лікаў а, в ( N0 праўдзіва роўнасць: а + в = в + а, якая прадстаўляе камутатыўны або перамяшчальны закон складання.

Доказ.  Для аб’яднання любых мностваў А і В маем: А ( В = В ( А. Роўныя мноствы маюць аднолькавую колькасць элементаў: n(А ( В) = n(В ( А) (1).

   Заўсёды можна ўзяць  такія мноствы А і В, што А ( В = (; n(А) = а,   

n(В) = в.
                                        (азн. сумы)                    (1)                     (азн.сумы)
Тады а + в = n(А) + n(В)   =   n(А ( В)  = n(В ( А)    =     n(В) +   

+  n(А) = в + а. І так як адносіна “=” транзітыўна, атрымаем, што а + в = в + а.

Камутатыўнасцю валодае сума любога ліку складаемых (гэта значыць, што значэнне сумы не зменіцца, калі пераставіць складаемыя).

Тэарэма. Для любых лікаў а, в і с (N0 праўдзіва роўнасць:

(а + в) + с = а + (в + с).

     Гэта асацыятыўны (спалучальны) закон складання.

Доказ. Для аб’яднання любых мностваў А, В, С выконваецца ўласцівасць 

(А ( В) ( С = А ( (В ( С). Адкуль n((А ( В) ( С) = n(А ( (В ( С)) (2).

     Заўсёды можна падабраць такія мноствы А, В, С для якіх мае месца: 

n(А) = а, n(В) = в, n(С) = с, А ( В = (, В ( С = (, А ( С = (.

                           (азн.сумы)                                    (азн.сумы)                                  (2)
Тады (а + в) + с    =     n(А ( В) + n(С)    =   n((А (  В) ( С) = n(А ( ( В ( С))=

(азн.сумы)                                       (азн.сумы)
     =     n(А) + n(В ( С)     =     а + (в + с).

     Улічваючы транзітыўнасць адносіны “ = ”, канчаткова маем: 

(а + в) + с = а + (в + с).

     Асацыятыўнасцю валодае сума любога ліку складаемых.

Карыстанне ўласцівасцямі камутатыўнасці і асацыятыўнасці дазваляе любым спосабам перастаўляць складаемыя і любую іх групу заключаць у дужкі.

Азначэнне рознасці на мностве N0. Існаванне рознасці, 

яе адназначнасць. Сувязь складання з адыманнем.

Азн.1. Рознасцю цэлых неадмоўных лікаў а і в называецца лік элементаў у дадатку мноства В да мноства А пры ўмове, што n(А) = а, n(В) = в, В ( А:

а – в = n(А\В) = n(В(А), дзе а = n(А), в = n(В), В ( А.

Прыклад. Знайсці рознасць 5 – 3. Выбіраем мноствы А і В так, каб n(А) = 5, n(В) = 3, В ( А:

А = {1, 2, 3, 4, 5}, В = {3, 4, 5}. Тады 5 – 3 = n(В(А) = 2.

В(А = А \ В = {1, 2}.

Азн.2. Няхай а, в (  N0.   Рознасцю лікаў а і в  назавём такі лік с ( N0, сума якога  і ліку в роўна а:            а – в = с ( с + в = а.

     У рознасці а – в = с,  а  называецца памяншаемым, в – адымаемым,

 с – і    а – в – рознасцю.

     Азначэнні 1 і 2 вынікаюць адно з другога.

Гавораць, што дзеянне адыманне з’яўляецца адваротным складанню.

    Разгледзім рознасць: а – в = с. Па азн.2 маем: с + в = а, адкуль в = а – с. Гэтыя роўнасці паказваюць, як знаходзіць памяншаемае і адымаемае, а калі ў якасці зыходняй узяць роўнасць с + в = а, то як знаходзіць складаемае.

Азн. а ( в ( ( k ( N, а = в + k, пры гэтым гавораць в ( а.

а ( в ( ( k ( N0, а = в + k, пры гэтым гавораць в ( а. 

а = в пры k = 0.

Тэарэма існавання рознасці: Рознасць двух лікаў а, в ( N0 існуе тады і толькі тады, калі а ( в .

Доказ.

 1.Дастатковасць. Няхай а, в ( N0 і а ( в. Тады па азначэнню адносіны  “( “ маем, што ( k ( N0 такое, што выконваецца роўнасць а = в + k, адкуль па азн. 2  рознасці маем, што k з’яўляецца рознасцю а і в: k =  а – в.

2. Неабходнасць. Няхай існуе рознасць лікаў а і в. Абазначым яе праз k, k ( N0. Тады а – в = k, адкуль па азн. 2 рознасці маем: а = в + k, k ( N0 што па азначэнню адносіны “(” і азначае, што а ( в.

Тэарэма. Калі рознасць лікаў а, в ( N0 існуе, то яна адзіная.
     Доказ.
Дапусцім, што існуюць два значэнні рознасці а – в:

а – в = с1 і а – в = с2. Тады па азначэнню 2 рознасці маем а = в + с1  і а = в + с2.  

Адсюль вынікае в + с1 = в + с2 і, значыць,  с1 = с2.
     Выкарыстоўваючы азн.2 рознасці і ўласцівасці складання, лёгка даказаць наступныя правілы:


                             (а – с) + в, калі а ( с;

1. (а + в) – с =  
                                   а + (в – с), калі в ( с.

     2.  а – (в + с) = (а – в) – с = (а – с) – в, калі а ( в + с.

     3.  а + (в – с) = (а + в) – с , пры в ( с.

3. а – (в – с) = (а – в) + с, пры в ( с, а ( в.

Азначэнне здабытку двух цэлых неадмоўных лікаў праз суму 

і дэкартавы здабытак. Існаванне здабытку, яго адназначнасць.

Азн.1. Няхай а, в ( N0. Здабыткам лікаў а і в называюць такі лік с ( N0, які знаходзіцца па наступных правілах:

1. а ( в = а + а + . . . + а,

 

                         в разоў
2. а ( 1 = а,                             У роўнасці а ( в = с  лікі а і в – множнікі,

3.а ( 0 = 0.                               с і а ( в – здабыткі.Дзеянне, з дапамогай

                                                якога знаходзіцца здабытак, называецца

                                                множаннем.

Тэарэма. Здабытак любых лікаў а, в ( N0 існуе і мае  адно значэнне.

     Доказ. Доказ вынікае з азначэння 1. Сапраўды, калі в ( 1, 

то а ( в = а + а + . . . + а ,


                      в - складаемых
а сума любой колькасці складаемых заўсёды існуе і адназначна. Калі в = 1, то   а ( 1 = а, а лік а існуе і ён адзін. Калі в = 0, 

то а ( 0 = 0, а лік 0 існуе і ён адзін.

Тэарэма  даказана.
     Азначэнне 2. Здабыткам двух лікаў а, в ( N0 называюць такі лік с, які з’яўляецца лікам элементаў дэкартава здабытка мностваў А і В, такіх што 

n(А) = а, n(В) = в:

а ( в = с = n(А ( В), дзе n(А) = а, n(В) = в.

Прыклад. Дадзены мноствы  А = {1, 2, 3}, В = {а, в}.

     Знойдзем : А ( В = {(1, а), (1, в), (2, а), (2, в), (3, а), (3, в)}.

     n(А) = 3, n(В) = 2; n(А ( В) = 6.

    Адсюль маем: 3 ( 2 = n(А) ( n(В) = n(В ( А) = 6.

Азн. Здабытак 3-х, 4-х і большай колькасці множнікаў вызначаецца праз здабытак 2-х, аналагічна суме:

а1 ( а2 ( а3 = (а1 ( а2 ) ( а3 і г.д.

Камутатыўнасць, асацыятыўнасць множання,

 дыстрыбутыўнасць адносна складання.

Тэарэма. Для любых лікаў а, в ( N0 выконваецца а ( в = в ( а. Гэта камутатыўны (перамяшчальны) закон множання.

Доказ. Разгледзім прамавугольнік, даўжыні старон якога адпаведна роўны а і в (лічым, што а (1, в (1).Разаб’ём яго на квадраты з даўжынёй стараны роўнай 1.





Падлічым колькасць квадратаў рознымі спосабамі:

1.У кожным радку а квадратаў, а радкоў – в : а + а + . . . + а  = а ( в.

                                                                                    в-складаемых

2.У кожным слупку в квадратаў, а слупкоў – а :  в + в + в + ...+ в = в ( а.
                                                                                       а-складаемых 
Так як колькасць квадратаў не залежыць ад спосабу падліка, то атрымаем, што а ( в = в ( а.

У выпадках, калі а і в маюць значэнні 0 або 1, патрэбны вынік лёгка атрымаем з азначэння здабытка.

     Возьмем, напрыклад, в = 1. Трэба даказаць, што а ( 1 = 1 ( а. Левая частка гэтай роўнасці роўна а па азначэнню здабытка, а правая – 1 ( а = 1+ 1+ ...+1 = а

          а- складаемых
таксама, значыць роўнасць правільная. 

Аналагічна разгледжваюцца астатнія выпадкі (умець правесці доказ).

Тэарэма. Для любых лікаў а, в, с ( N0 мае месца роўнасць (а ( в) ( с = а ( (в ( с). Гэта асацыятыўны (спалучальны) закон множання.

Доказ. Разгледзім прамавугольны паралелепіпед, даўжыні старон якога роўны а, в і с(лічым, што а ( 1,в (1, с( 1).Разаб’ём яго на кубы са стараной даўжыні 1. 


Падлічым колькасць усіх кубікаў рознымі спосабамі:

1.Колькасць кубікаў у адным гарызантальным слоі роўна а ( в(у адным радзе іх а, а радоў – в), а такіх слаёў – с, такім чынам здабытак а ( в бярэцца с разоў і канчаткова маем: (а ( в) ( с.

2.Колькасць кубікаў у адным вертыкальным слоі роўна в ( с (в+в+....+в) ,

    с-складаемых

а такіх слаёў – а, такім чынам здабытак в ( с бярэцца а разоў, агульная 






      (камут.закон)
колькасць кубікаў роўна (в ( с) ( а       ==      а ( (в ( с).                                                          

     Так як колькасць кубікаў не залежыць ад спосабу падліка, то маем, 

што (а ( в) ( с = а ( (в ( с).

Лёгка правяраецца праўдзівасць гэтай роўнасці ў выпадках, калі а, в, с маюць значэнні 0 або 1. Возьмем, напрыклад, с = 1. Трэба даказаць, што 

(а ( в) ( 1 = а ( (в ( 1).

Па азначэнню здабытка (а ( в) ( 1 = а ( в; в ( 1 = в і правая частка таксама роўна  а ( в, адкуль маем праўдзівасць зыходнай роўнасці. Іншыя выпадкі з 0 і 1 даказваюцца аналагічна (умець правесці доказ).

Тэарэма.  Для любых а, в , с ( N0 мае месца роўнасць (а + в) ( с = а ( с + в ( с. Гэта дыстрыбутыўны (размеркавальны) закон множання адносна складання (адымання).

Дакажам яго для складання. 


        азн.здаб.

 Разгледзім спачатку выпадак с ( 1: (а + в) ( с    = =      (а + в) +...+(а + в)
                                                                                                             с-складаемых (а + в)
асац.і камут.законы                                                  азн.здаб
          = =              а + .....+а  +   в + ... + в       = =    а ( с + в ( с.
                               с-складаемых     с-складаемых
Няхай зараз с = 1. Тады (а + в) ( 1 = а + в па азначэнню здабытка.

а ( 1 + в ( 1 = а + в па азначэнню здабытка. Адсюль маем: (а + в) (1= а ( 1 + в ( 1.

Няхай с = 0. Тады (а + в) ( 0 = 0 па азначэнню здабытка.

                       азн.здаб.
а ( 0 + в ( 0    = =   0 + 0 = 0. Адсюль (а + в) ( 0 = а ( 0 + в ( 0.

Тэарэма даказана поўнасцю. 

  Камутатыўны і асацыятыўны законы множання дазваляюць перастаўляць і групаваць множнікі любым спосабам, а таксама лёгка даказаць праўдзівасць роўнасцей с ( (а + в) = с ( а + с ( в.

Азначэнне дзелі цэлага неадмоўнага ліка і натуральнага. 

Задачы, якія рашаюцца дзяленнем. Існаванне дзелі, яе адназначнасць. 

Немагчымасць дзялення на нуль. Сувязь дзялення з множаннем.

Азн. Няхай а ( N0, в ( N. Дзеллю лікаў а і в называецца такі лік с, здабытак якога з лікам в дае лік а, г.значыць вс = а.

Абазначэнне: с = а ( в (або а/в).

с і а ( в – дзель, а – дзялімае, в – дзельнік. Дзеянне, з дапамогай якога знаходзяць дзель, называюць дзяленнем.

     Да дзялення прыводзяць 2 віда задач (успомні пачатковую школу):

1. Мноства А, n(А) = а, разбіта на падмноствы, якія папарна не перасякаюцца, у кожным з якіх змяшчаецца в элементаў. Знайдзіце колькасць падмностваў.

(Дзяленне па зместу).

2.Мноства А, n(А) = а, разбіта на в роўнамагутных (з аднолькавай колькасцю элементаў у кожным) падмностваў, якія не перасякаюцца. Колькі элементаў у кожным падмностве?           

(Дзяленне на роўныя часткі).

Тэарэма. Для таго, каб існавала дзель лікаў а, в ( N неабходна, каб было 

а ( в.

Доказ. Няхай дзель натуральных лікаў а і в існуе, г.значыць а ( в = с, с ( N, 

                                                                            азн. “(”

тады па азн. дзелі а = в ( с, с ( 1  (  (k ( N0, с = 1 + k,

                                                                                                                                         азн. “(”

адкуль а = в ((1 + k) = в +вk, або  а = в + k1, k1 = вk ( N0    (  а ( в. Неабходнасць існавання даказана.

Няцяжка бачыць, што гэтая ўмова ( а ( в) не з’яўляецца дастатковай: 8 ( 5, але 8 на 5 не дзеліцца.

Тэарэма. Калі дзель лікаў а і в існуе, то яна адзіная.

Доказ. Дапусцім процілеглае. Няхай а ( в = с1 і а ( в = с2, адкуль па азначэнню дзелі маем: вс1 = а і вс2 = а. Адкуль вс1 = вс2 і, памножыўшы абедзве часткі на (1/в), канчаткова маем: с1 = с2. Адзінасць дзелі даказана.

     Няхай дадзена дзель а ( в = с. Тады па азначэнню дзелі маем а = в ( с, адкуль 

в = а ( с. Гэтыя роўнасці паказваюць, як знайсці дзялімае і дзельнік. А калі за зыходнюю роўнасць узяць а = в ( с, то як знаходзіць множнікі.

     Так як з роўнасці а ( в = с  вынікае роўнасць а = вс і наадварот, то дзяленне і множанне – узаемна адваротныя дзеянні.

Тэарэма. Дзяленне на нуль немагчымае. 

Доказ. Няхай а ≠ 0 і а ( 0 = в. Тады па азначэнню дзелі павінна быць в ( 0 = а ≠ 0, што немагчыма, так як  заўсёды в ( 0 = 0.

     Калі ж а = 0, то атрымаем 0 ( 0 = в, або в ( 0 = 0, а гэта роўнасць праўдзівая для любога в, значыць дзеллю ад дзялення нуля на нуль можа быць любы лік, такое дзяленне не вызначана, па гэтай прычыне і лічаць, што дзяліць 0 на 0 таксама немагчыма.

Прыклад. Дадзена праўдзівая роўнасць: 7 ( 0 = 5 ( 0. Калі абедзве яе часткі падзяліць на  0, то палучым непраўдзівую роўнасць 7 = 5, якая атрымалася з-за дзялення на нуль.

Няцяжка даказаць наступныя правілы:
1. Правіла дзялення здабытку на лік: (а ( в) ( с =  (а ( с) ( в, калі а 
[image: image25.wmf]M

 с,

                                                                                     а ( (в ( с), калі в 
[image: image26.wmf]M

 с.

2.Правіла дзялення ліку на здабытак: а ((в ( с) = (а ( в) ( с = (а ( с) ( в, калі а 
[image: image27.wmf]M

 в і а 
[image: image28.wmf]M

 с.

3. Правіла дзялення сумы на лік: (а + в) ( с = а ( с + в ( с, калі а 
[image: image29.wmf]M

 в і в 
[image: image30.wmf]M

 с.

     Гэтыя правілы знаходзяць сваё прымяненне ў пачатковай школе.

             Адносіна дзялімасці на мностве N0 і яе ўласцівасці.

Азн. Гавораць, што лік а дзеліцца на лік в без астачы (а ( N0, в ( N), калі існуе такі лік с ( N0, што а = в ( с (абазнач. а 
[image: image31.wmf]M

 в), г.значыць а 
[image: image32.wmf]M

 в ( ( с ( N0,

 а = в ( с. Адсюль вынікае, што а ( в = с.

     Пры гэтым лік  в называюць дзельнікам ліку а ( не блытаць з дзельнікам у прыкладзе 20 ( 6, 6 – дзельнік, але6 не з’яўляецца дзельнікам ліку 20), а лік а – кратным ліку в.

Тэарэма. Адносіна дзялімасці валодае на мностве N наступнымі ўласцівасцямі:

1.Рэфлексіўнасцю: а 
[image: image33.wmf]M

 а, так як а = а ( 1 і с = 1.

2. Транзітыўнасцю: калі а 
[image: image34.wmf]M

 в і в 
[image: image35.wmf]M

 с, то  а 
[image: image36.wmf]M

 с.

                                           азн. “
[image: image37.wmf]M

”
Доказ. а 
[image: image38.wmf]M

 в і в 
[image: image39.wmf]M

 с  ( а = вd1 і в = сd2, дзе d1, d2 ( N, адкуль

а = вd1 = (сd2)d1 = с(d2 ( d1), дзе d1, d2 ( N. З роўнасці а = с ((d2 ( d1) вынікае, што а 
[image: image40.wmf]M

 с.

3.Антысіметрычнасцю: не можа для розных а і в адначасова выконвацца а 
[image: image41.wmf]M

 в і в 
[image: image42.wmf]M

 а.

Доказ. З тэарэмы аб існаванні дзелі вынікае, што калі а 
[image: image43.wmf]M

 в, то а ( в, а калі в 
[image: image44.wmf]M

 а, то  в ( а. Гэтыя няроўнасці адначасова могуць мець месца толькі тады, калі 

а = в, а для розных а і в адначасова не выконваюцца. Значыць для розных а і в не можа быць адначасова а 
[image: image45.wmf]M

 в і в 
[image: image46.wmf]M

 а.

     З уласцівасцей 2 і 3  вынікае, што адносіна дзялімасці з’яўляецца адносінай парадку.

Дзялімасць сумы, рознасці, здабытку.

 Правілы дзялення сумы і здабытку на лік.
Тэарэма 1. Калі кожнае складаемае дзеліцца на нейкі лік, то і сума дзеліцца на гэты лік: а 
[image: image47.wmf]M

 с  і в 
[image: image48.wmf]M

 с ( (а + в) 
[image: image49.wmf]M

 с.

Доказ. Так як а 
[image: image50.wmf]M

 с  і в 
[image: image51.wmf]M

 с, то па азначэнню адносіны “
[image: image52.wmf]M

” маем: (p1, p2 ( N0,  што а = р1с і в = р2с. Тады а + в = p1с + p2с = (p1 + p2)с, або а + в = рс, 

дзе р = p1+p2 ( N0. А роўнасць  а + в = рс па азначэнню адносіны “
[image: image53.wmf]M

” і азначае, што (а + в) 
[image: image54.wmf]M

 с.

     Аналагічна праводзіцца доказ для любога ліку складаемых.

З роўнасці а + в = с(p1+ p2) па азначэнню дзелі маем: (а + в) : с = p1 + p2 (1). А з роўнасцей а = p1с  і в = p2с  атрымліваем: а : с + в : с = p1 + p2 (2).

Параўноўваючы (1) і (2) атрымаем правіла:
Для таго, каб суму падзяліць на лік, дастаткова кожнае  складаемае падзяліць на гэты лік (калі яны дзеляцца на яго) і вынікі скласці.

   Заўвага. Сцвярджэнне адваротнае тэарэме 1 не мае месца:

(7 + 5) 
[image: image55.wmf]M

 2 (( 7 
[image: image56.wmf]M

 2 і 5 
[image: image57.wmf]M

 2.

     Аналагічна тэарэме 1 праводзіцца доказ тэарэмы аб дзялімасці рознасці:

Тэарэма 2. Калі лікі а і в дзеляцца на с і а ( в, то а – в дзеліцца на с. (Умець даказваць).

Тэарэма 3. Калі адзін з множнікаў здабытку дзеліцца на натуральны лік, то і ўвесь здабытак дзеліцца на гэты лік.

Доказ. Няхай дадзены здабытак ав і а 
[image: image58.wmf]M

 с. Тады а = ср, р ( N0, адкуль 

ав = (ср)в = с(рв), рв ( N0. А гэта па азначэнню адносіны дзялімасці і азначае, што ав 
[image: image59.wmf]M

 с.

     Аналагічна  праводзіцца доказ для любога ліку множнікаў.

     З роўнасці ав = с ( (рв) па азначэнню дзелі маем: ав ( с = рв (3), а таксама, улічваючы, што а = ср, адкуль а ( с = р, маем (а ( с) ( в = рв (4). Параўноўваючы (3) і (4) атрымліваем правіла: 

Для таго, каб здабытак падзяліць на лік дастаткова адзін множнік падзяліць на гэты лік(калі ён дзеліцца) і атрыманы вынік памножыць на другі множнік.

Тэарэма 4. Калі ў суме адно складаемае не дзеліцца на дадзены лік, а ўсе астатнія складаемыя дзеляцца на яго, то ўся сума на гэты лік не дзеліцца.

          (Доказ правесці ў якасці практыкавання метадам ад процілеглага,  

           дапусціўшы, што сума будзе дзяліцца на дадзены лік). 

Прызнакі дзялімасці на 2, 3, 4, 5, 9, 25.

Прызнакі дзялімасці на састаўныя лікі.

Прыклад.  Запісаць лік 24508 у выглядзе сумы разрадных складаемых са ступенямі ліку 10.
     24508 = 20000 + 4000 + 500 + 8 = 2 ( 104 + 4 ( 103 + 5 ( 102 + 0 ( 10 + 8.

Гэты прыклад паказвае, як можна любы лік а ( N0 запісаць у выглядзе: 
а = аn 10n + аn-1 10n-1 +...+ а1 10  + а0,                                                       (I)

дзе аn, аn-1,..., а1, а0 –лічбы ў запісу ліку а, аn ( 0.

Прызнак дзялімасці на 2. Для таго каб лік а дзяліўся на 2, неабходна і дастаткова, каб яго дзесяцічны запіс (І) канчаўся адной з лічбаў 0, 2, 4, 6, 8.

Доказ. Дастатковасць.
Няхай лік а запісаны ў выглядзе (І) і а0  прымае значэнні: 0, 2, 4, 6, 8.

Дакажам, што а 
[image: image60.wmf]M

 2.

Так як 10  
[image: image61.wmf]M

 2, то 102 = 10 ( 10 
[image: image62.wmf]M

 2, 103 
[image: image63.wmf]M

 2, 10n 
[image: image64.wmf]M

 2, і, значыць,

(аn 10n  + аn-1 10n-1 +...+ а1 10) 
[image: image65.wmf]M

 2 згодна тэарэм аб дзялімасці здабытку і сумы. Так як па ўмове а0 
[image: image66.wmf]M

 2, то па тэарэме аб дзялімасці сумы і а = (в + а0) 
[image: image67.wmf]M

 2, дзе 

в = (аn 10n + аn-1 10n-1 + ...+ а1 10) 
[image: image68.wmf]M

 2.

Неабходнасць.
Няхай цяпер а 
[image: image69.wmf]M

 2. Дакажам, што калі а запісаць у выглядзе (І), то а0 прымае адно са значэнняў 0, 2, 4, 6, 8.

   Запішам роўнасць а = в + а0, дзе в =  аn 10n + аn-1 10n-1 +...+ а1 10, у выглядзе 

а0 = а – в. Гэта можна зрабіць па азначэнню рознасці. Вышэй паказана, што в
[image: image70.wmf]M

2, па ўмове а 
[image: image71.wmf]M

 2. Значыць іх рознасць а0 таксама дзеліцца на 2.  А каб адназначны лік а0  дзяліўся на 2, ён павінен прымаць значэнні 0, 2, 4, 6, 8.

Тэарэма даказана.

Прызнак дзялімасці на 5. Для таго каб лік а дзяліўся на 5, неабходна і дастаткова, каб яго дзесяцічны запіс канчаўся лічбай 0 ці 5.

     Доказ поўнасцю аналагічны доказу прызнака дзялімасці на 2.(Умець праводзіць).

Прызнак дзялімасці на 4. Для таго каб лік а дзяліўся на 4, неабходна і дастаткова, каб на 4 дзяліўся двухзначны лік, утвораны апошнімі дзвюма лічбамі дзесяцічнага запісу (І) ліку а.

Доказ. Дастатковасць.
Няхай лік а  запісаны ў выглядзе (І) і лік а1а0 = а1 ( 10 + а0  дзеліцца на 4. Дакажам, што а 
[image: image72.wmf]M

 4.

     Увядзём наступныя абазначэнні ў запісу (І).

а = (аn 10n + аn-1 10n-1 + ... + а2 102) + (а1 10 + а0),    (А)


                                                      m                                     n
Так як 102 = 100 
[image: image73.wmf]M

 4, 103 = 10 ( 102 
[image: image74.wmf]M

 4, 10n 
[image: image75.wmf]M

 4, то згодна тэарэм аб дзялімасці здабытку і сумы атрымаем, што m 
[image: image76.wmf]M

 4. Па умове n 
[image: image77.wmf]M

 4. І па тэарэме аб дзялімасці сумы маем, што а = (m + n) 
[image: image78.wmf]M

 4.

Неабходнасць.

Няхай цяпер лік а 
[image: image79.wmf]M

 4. Пакажам, што n = (а1 10 +  а0) 
[image: image80.wmf]M

 4.

Выкарыстоўваючы абазначэнні і запіс (А) з роўнасці а =  m + n па азначэнню разнасці маем: n = а – m. а 
[image: image81.wmf]M

 4 па умове, m 
[image: image82.wmf]M

 4, як паказана вышэй. Па тэарэме аб дзялімасці рознасці атрымліваем, што n 
[image: image83.wmf]M

 4.

Тэарэма даказана.

Прызнак дзялімасці на 25. Для таго каб лік а дзяліўся на 25, неабходна і дастаткова, каб на 25 дзяліўся двухзначны лік, утвораны апошнімі дзвюма лічбамі дзесяцічнага запісу (І) ліку а.

     Доказ поўнасцю аналагічны доказу прызнака дзялімасці на 4.

Прызнак дзялімасці на 9. Для таго каб лік а дзяліўся на 9, неабходна і дастаткова, каб сума лічбаў яго дзесяцічнага запісу дзялілася на 9.
Доказ. Для доказу выкарыстаем лёгка правяраемую роўнасць, якая мае месца 

                                ____

для (n ( N ( 10n = 99..9 + 1,  (В)

                                          n
напрыклад, 100 = 99 + 1, 1000 = 999 + 1 і г.д.

Дастатковасць. Няхай (аn + аn-1 + …+ а1 + а0 ) 
[image: image84.wmf]M

 9.

Ператворым запіс (І) ліку а наступным чынам з улікам (В):

                                                                        ____                _____

а = аn 10n + аn-1 10n-1 +...+ а1 10 + а0 = аn (99...9 + 1)+аn-1 (99..9+1)+...+ а1(9 + 1)+                  

                                                                         n                         n-1  

+ а0 = аn  99..9 + аn + аn-1 99...9+ аn-1+   ... + а1 9 + а1 + а0 = 

                    n                       n-1
         ____              ____  

= аn 99..9  +    аn-1  99..9   +...+  а1 9  +  аn + аn-1  + ... + а1 + а0.          

             n                   n - 1
    
                              р                                                   t

     Так як лік, які запісваецца аднымі дзевяткамі заўсёды дзеліцца на 9, то выкарыстоўваючы тэарэмы аб дзялімасці здабытку і сумы, атрымаем, што р 
[image: image85.wmf]M

 9. t 
[image: image86.wmf]M

 9 па ўмове. Тады а = (р + t) 
[image: image87.wmf]M

 9.

Неабходнасць. Няхай цяпер а 
[image: image88.wmf]M

 9.

Запішам лік а з дапамогай вышэй уведзеных абазначэнняў: а = р + t, адкуль 

t = а – р. Так як а 
[image: image89.wmf]M

 9 і р 
[image: image90.wmf]M

 9, то па тэарэме аб дзялімасці рознасці маем, што

t = ( аn + аn-1  + ... + а1 + а0) 
[image: image91.wmf]M

 9. Але выраз аn + аn-1 + ... + а1 + а0  ёсць сума лічбаў дзесяцічнага запісу ліку а.

Тэарэма даказана.

Прызнак дзялімасці на 3. Для таго каб лік х дзяліўся на 3, неабходна і дастаткова, каб сума лічбаў яго дзесяцічнага запісу дзялілася на 3.

     Доказ гэтага прызнака аналагічны доказу прызнака дзялімасці на 9.

Прызнак дзялімасці на састаўныя лікі.

Азн. Агульным дзельнікам натуральных лікаў а і в называецца ўсякі натуральны лік, які з’яўляецца дзельнікам кожнага з дадзеных лікаў.

Азн. Найбольшым агульным дзельнікам натуральных лікаў а і в  называецца найбольшы лік з усіх агульных дзельнікаў дадзеных лікаў.

   Найбольшы агульны дзельнік лікаў а і в абазначаюць D(а, в). Так D (12,8) = 4.

Тэарэма. Для таго каб натуральны лік дзяліўся на састаўны лік n = вс, дзе лікі в і с такія, што D (в, с) = 1, неабходна і дастаткова, каб ён дзяліўся на в і с.

(Без доказу).

Заўважым, што дадзеную тэарэму можна прымяняць шматразова. Разгледзім, напрыклад, прызнак дзялімасці на 60.

     Для таго каб лік дзяліўся на 60, неабходна і дастаткова, каб ён дзяліўся на 4 і на 15. (4 ( 15 = 60, D (4, 15) = 1).

     Але ў сваю чаргу лік дзеліцца на 15 тады і толькі тады, калі ён дзеліцца на 3 і  на 5, таму прызнак дзялімасці на 60 можна сфармуліраваць так:

     Для таго каб лік дзяліўся на 60, неабходна і дастаткова, каб ён дзяліўся на 4, на 3 і на 5.

Паняцце аб дзяленні з астачай.
Азн. Лік q
[image: image92.wmf] называюць дзеллю, а  r – астаткам ад дзялення а ( Nо на лік в ( N, калі выконваюцца роўнасць: а = в ( q + r і няроўнасць: 0 ( r( в.

Прыклад 1. 7 ( 2 = 3(аст.1),                7 = 2 ( 3 + 1,             0 ( 1 ( 2.

                                                              а    в   q r         r в 
Тэарэма. Якія б ні былі лікі а ( N0 , і в ( N, існуюць дзель q і астатак r ад дзялення а на в.(Без доказу).

Калі а ( в, то пры дзяленні а на в з астаткам q = 0, r = а, гэта значыць 

а = 0 ( в + а.

Тэарэтыка-мноственны сэнс дзялення з астаткам заключаецца ў наступным:

     Мноства А, такое што n(А) = а, разбіваецца на роўнамагутныя падмноствы па в элементаў у кожным.

      Колькасць такіх падмностваў  і ёсць дзель лікаў а і в, а колькасць элементаў, якія не ўвайшлі ў гэтыя падмноствы -  астатак ад дзялення а на в.

Прыклад. 7 ( 2 = 3(аст.1).   00       00      00      0   

                                                1        2         3

Пазіцыйныя і непазіцыйныя сістэмы лічэння. Запіс лікаў у

 пазіцыйных сістэмах лічэння. Складанне лікаў у адвольнай 

пазіцыйнай сістэме лічэння.

Азн. Сістэмай лічэння ў матэматыцы называюць сукупнасць прыёмаў для запісу, назвы лікаў і выканання дзеянняў над імі.

Азн. Сістэма, у якой адна і тая ж лічба абазначае розныя лікі ў залежнасці ад таго, на якім месцы(пазіцыі) яна запісана ў дадзеным ліку, называецца пазіцыйнай.
                                  2 дзес.тысяч

                                 (
Прыклад.                 2 4 2 4 ( 4 адзінкі

                                    ( (
                                    (  2 дзесяткі

                                    4 адзінкі тысяч

     Іншыя сістэмы называюцца непазіцыйнымі.

Прыклад.  Рымская сістэма.

     Абазначэнні лікаў: І – адзін, V – пяць, Х – дзесяць, L – пяцьдзесят, С – сто, 

                                     D – пяцьсот, М – тысяча.

У ліку ХХХІ усе Х абазначаюць лік 10, хоць і стаяць на розных месцах(пазіцыях).  Х + Х + Х + 1 = 31.

Правілы  запісу лікаў у рымскай сістэме лічэння:

а) XV  - X + V ;                б) IX – X – I;

в)  перад большымі значэннямі могуць стаяць знакі I,X,C;

г) V, L, D  - не паўтараюцца падрад;

д) I,X,C, M – паўтараюцца не больш 3-х разоў.

Прыклад. Прачытайце і напішыце ў дзесяцічнай сістэме лічэння наступныя 

лікі: ІІ, VІ, ХІV, ХХVІ, ССVІІ, СС, МDI, МСМLХХІІІ.

     Напішыце рымскімі лічбамі наступныя 

лікі: 13,19, 21, 49, 50, 89, 101, 499, 501, 999, 1000, 1001.

     Клас тысяч запісваецца так як і клас адзінак, толькі пасля апошняй лічбы класа тысяч ставяць унізе літару m, напрыклад: LXmСLIII = 60153.

     У пазіцыйнай сістэме лік адзінак любога разраду, які ўтварае адзінку наступнага разраду, называюць асновай сістэмы лічэння. Так у выкарыстоўваемай намі сістэме аснова 10, так як 10 адзінак утвараюць 1 дзесятак, 10 дзесяткаў – 1 сотню і г.д. І сістэма называецца дзесяцічнай.

Азн. Гавораць, што натуральны лік а запісаны ў пазіцыйнай сістэме лічэння з асновай р, калі а = аnpn + аn-1pn-1 +…+ а2p2 + а1p + а0,  (1) дзе n ( N0, аn ( 0;

а0, а1,.... аn прымаюць значэнні ад 0 да р – 1.

                                                 ______________

Карацей можна запісаць а = аn аn-1.... а2 а1 а0р.

   Гэта азначэнне выкарыстоўваецца для запісу лікаў у розных пазіцыйных сістэмах лічэння.

Прыклад . 1) Запісаць лік 710 = 7 у дваічнай і пяцярычнай сістэмах лічэння.

     Для гэтага трэба прадставіць лік 7 у выглядзе сумы (1), дзе ў адным выпадку р = 2, у другім выпадку р = 5.

     7 = 1 ( 22 + 1 ( 21 +1 = 1112,

     7 = 1 ( 51 + 2 = 125.

         2)Запісаць лікі 145 і 10012 у дзесяцерычнай сістэме лічэння.

                       145 = 1 ( 51 + 4 = 5 + 4 = 9,

                     10012 = 1 ( 23 + 0 ( 22 + 0 ( 21 + 1 = 8 + 1 = 9.

     У любой сістэме лічэння алгарытм складання лікаў можна сфармуляваць наступным чынам:

1.Запісаць другое складаемае пад першым так, каб адпаведныя разрады былі запісаны адзін пад другім.

2.Скласці лічбы першага разраду, прычым:

-калі іх сума менш ліку р, то запісаць яе ў гэты разрад і перайсці да наступнага разраду;

-калі сума больш або роўная р, то прывесці яе да выгляду а0 + в0 = 1 ( р + с0. Лік с0  запісаць у першым разрадзе, а адзінку прыбавіць да сумы лічбаў адзінак другога разраду.

3.Паўтарыць такія ж аперацыі з адзінкамі наступных разрадаў.

4.Працэс складання закончыць, калі складзены адзінкі вышэйшага разраду.

Прыклад.       25     5 + 7 = 12 =1 ( 10 + 2,

                       47       2 пішам у першы разрад, а 1 дадаём да сумы лікаў 2 і 4.                           
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Складзём табліцу складання і адымання ў дваічнай сістэме.

	+
	0
	1

	0
	0
	1

	1
	1
	102


З яе дапамогай рашым прыклады:  + 100112                        - 100112  

                                                                11012                            11012
                                                           100 0002                              1102    
     Аналагічна, параўноўваючы з алгарытмамі ў дзесяцічнай сістэме ўводзяцца алгарытмы іншых дзеянняў у любых пазіцыйных сістэмах.

Глава 6. Велічыні і іх вымярэнне.

Паняцце скалярнай велічыні і яе вымярэння. Выкананне 

дзеянняў над велічынямі.

     У матэматыцы ўласцівасць прадметаў, якую можна характарызаваць з дапамогай мноства сапраўдных лікаў, называюць велічынёй, сам дадатны лік – значэннем велічыні, а працэс, з дапамогай якога гэтай уласцівасці прадмета ставіцца ў адпаведнасць некаторы лік, - вымярэннем велічыні.
     Напрыклад, уласцівасць прадметаў мець працягласць называецца даўжынёй.

     Няхай S нейкае мноства і на ім зададзены дзве адносіны:

1) адносіна эквівалентнасці (а ~ в) (азначана, якія элементы мноства мы будзем лічыць эквівалентнымі),

2) адносіна “складацца з” (абазн. а = в ( с, чытаецца: элемент а складаецца з элементаў в і с).

     Будзем казаць, што на мностве S  вызначана велічыня (кожны элемент мноства S мае велічыню), калі на гэтым мностве магчыма “устанавіць сістэму вымярэння”, гэта значыць, можна кожнаму элементу а ( S  паставіць у адпаведнасць неадмоўны дадатны лік f(а), каб  выконваліся наступныя ўмовы:

1)Калі а эквівалентна в, то f(а) = f(в).

2)Калі а = в ( с, то f(а) = f(в) + f(с).

3)Існуе элемент е, якому адпавядае адзінка: f(е) = 1, е называюць адзінкай вымярэння.

4)Калі на мностве S азначаны дзве сістэмы вымярэння, якія задавальняюць умовам 1)-3), то існуе такі дадатны сапраўдны лік k, што для любога элемента 

а ( S мае месца роўнасць f2(а) = kf1(а), дзе f1(а) і f2(а) лікі, якія адпавядаюць элементу а у першай і другой сістэмах вымярэння адпаведна. 

     Уласцівасць 4) можна сфармуляваць так:

Пры пераходзе ад адной сістэмы вымярэння да другой велічыні ўсіх элементаў змяняюцца ў  аднолькавую колькасць разоў.

   Лік f(а) называюць значэннем велічыні элемента а, або проста “ велічынёй элемента а”.

     Адзначым, што калі два элементы маюць аднолькавую велічыню пры дадзенай адзінцы вымярэння, то велічыні іх будуць роўныя пры любой адзінцы вымярэння.

Тэарэма 1. Калі ў некаторай сістэме вымярэння для элементаў а, в, с мае месца роўнасць:    f1(а) = f1(в) + f1(с), (1)

то ў любой другой сістэме вымярэння будзе выконвацца:  f2(а) = f2(в) + f2(с). (2)

Доказ. На аснове ўласцівасці 4) азначэння велічыні пры пераходзе ад дадзенай сістэмы вымярэння да другой маем, што існуе лік k, такі што:

f2(а) = kf1(а), f2(в) = kf1(в), f2(с) = kf1(с). (3)

Памножым абедзьве часткі роўнасці (1) на  k, атрымаем праўдзівую роўнасць: 

kf1(а) = kf1(в) + kf1(с), і, выкарыстаўшы роўнасці (3), атрымаем (2). 

Тэарэма даказана.

       Гэта тэарэма паказвае, што калі ў некаторай сістэме вымярэння велічыня элемента а роўна суме велічынь элементаў в і с, то велічыня а будзе   

роўна  суме велічынь в і с у любой сістэме.

     Пагэтаму мы і гаворым, што велічыня элемента а наогул роўна суме велічынь  в і с, не ўпамінаючы аб розных сістэмах,гэта значыць, практычна мы ўводзім аперацыю складання велічынь.

     Аналагічна тэарэме 1 даказваецца тэарэма аб магчымасці выконваць адыманне велічынь:

Тэарэма 2.   f1(а) = f1(в) - f1(с) ( f2(а) = f2(в) - f2(с). (Умець даказваць).

      Аб магчымасці множыць велічыню на дадатны сапраўдны лік гаворыць наступная тэарэма:

Тэарэма 3.  f1(а) = р f1(в) ( f2(а) = р f2(в), дзе р ( R+ . (Умець даказваць).
     Магчымасць дзялення велічынь выцякае з тэарэмы:

Тэарэма 4.              f1(а) : f1(в) = f2(а) : f2(в).
     Доказ яе выцякае з тэарэмы 3, або непасрэдна правяраецца.

Азн. Велічыні, якія выражаюць адну і тую ж уласцівасць аб’ектаў некаторага мноства, называюць аднароднымі.

     Разнародныя велічыні выражаюць розныя ўласцівасці аб’ектаў. Так, даўжыня і  плошча - гэта розныя велічыні.

     Усе вышэй разгледжаныя тэарэмы адносна аперацый над велічынямі датычацца аднародных велічынь.

     Множанне аднародных велічынь у агульным выпадку немагчыма. У асобных выпадках пры множанні аднародных велічынь можа атрымацца новая велічыня. Напрыклад, пры множанні даўжынь можа атрымацца плошча.

Вымярэнне даўжыні адрэзка і плошчы фігуры.

 Плошча прамавугольніка.

     Няхай S – гэта мноства адрэзкаў. Эквівалентнымі будзем называць роўныя адрэзкі.Тое, што адрэзак а складаецца з адрэзкаў в і с, будзем разумець у звычайным сэнсе:                             в                  с                  .

                                                                     

                                                                       а

     Вядома, што даўжыні адрэзкаў валодаюць наступнымі ўласцівасцямі:

1.Роўныя (а мы такія назвалі эквівалентнымі) адрэзкі маюць аднолькавыя даўжыні.

2.Калі адрэзак а складаецца з адрэзкаў в і с, то даўжыня адрэзка а роўна суме даўжынь адрэзкаў в і с.

3.У якасці едзінічнага адрэзка можна ўзяць адрэзак, даўжыня якога, напрыклад, адзін сантыметр.

     Такім чынам уласцівасці 1) -3) азначэння велічыні выконваюцца.

     Калі ў якасці едзінічнага адрэзка ўзяць, напрыклад, адрэзак, даўжыня якога роўна аднаму метру, то мы ўстановім другую сістэму вымярэння. Калі ў першай сістэме вымярэння некаторыя адрэзкі мелі наступныя велічыні: f1(а) = 670, f1(в)= 400,  f1(с) = 200(пры адзінцы вымярэння – 1 см), то ў другой (пры адзінцы – 1 м) іх велічыні будуць f2(а) = 6,7, f2(в) = 4, f2(с) = 2.

     Для  дадзеных (а таксама і для ўсіх) адрэзкаў маем:

               f2(а) =1/100 · f1(а),  f2(в) = 1/100 · f1(в), f2(с) = 1/100 · f1(с).

     Такім чынам лік k, указаны ў азначэнні велічыні, існуе і ровен 1/100. Выбраўшы другую адзінку вымярэння, заўсёды знойдзем адпаведны лік k.

     Гэта значыць, што вядомае нам паняцце “даўжыня адрэзка” задавальняе азначэнню паняцця “велічыня”.

     У геаметрыі выкарыстоўваецца наступнае азначэнне плошчы:

Азн. Плошчай называецца лікавая функцыя, азначаная на мностве геаметрычных квадрыруемых(г.зн. маючых плошчу) фігур, якая валодае ўласцівасцямі:

1. S (F) ( 0,

2. F1 = F2 ( S (F1)= S (F2),

3. F1 = F2 ( F3  і F2 ( F3 = ( ( S (F1) = S (F2)+ S (F3),

4. S (       е) = 1.

            е

     Калі задаць эквівалентныя фігуры як роўныя: F1 ~ F2 ( F1 = F2, а адносіну “складацца з” так:

F = F1 ( F2 ( F = F1 ( F2 і F1 ( F2 =(, то атрымаем  выкананне ўласцівасцей 1) – 3) азначэння велічыні ўжо з азначэння плошчы.

     Можна даказаць, што пры змяненні едзінічнага квадрата плошчы ўсіх фігур зменяцца ў аднолькавую колькасць разоў.

     Адсюль вынікае, што на мностве плоскіх фігур азначана велічыня, якая называецца плошчай.

     У пачатковай школе пад паняццем плошчы фігуры разумеюць уласцівасць займаць пэўнае месца.

     Пры гэтым разгледжваюцца ў розных заданнях практычна ўсе ўласцівасці плошчы як велічыні.

     Адзін са спосабаў знаходжання плошчы фігуры ў пачатковай школе – з дапамогай палеткі. (Умець тлумачыць).

     Азн. Дзве фігуры, састаўленыя з роўных частак, называюць роўнасастаўленымі.

Азн. Дзве фігуры, якія маюць роўныя плошчы, называюць роўнавялікімі.

     Роўнасастаўленыя фігуры заўсёды роўнавялікія.

     Адносіна роўнавялікасці не супадае з адносінай роўнасці.

 

  Прыклад.                      S         = S       ,                  (            .   

Тэарэма.   Калі даўжыні старон прамавугольніка а, в ( (, то S = а · в.

      Разбіваем прамавугольнік на квадраты, даўжыні  старон якіх роўны адзінцы вымярэння даўжыні. Тады плошча кожнага квадрата роўна 1 вымярэння плошчы.   

	
	
	
	...
	
	
	1

	...
	...
	...
	...
	...
	...
	...

	1
	1
	1
	...
	1
	1
	1


                        а
Падлічваючы плошчу прамавугольніка як суму плошчаў квадратаў, з якіх ен складаецца атрымоўваем вышэй адзначаную формулу. Сума плошчаў квадратаў у адным радку роўна 1+… +1=а. 

                                       а склад.

Сума плошчаў квадратаў ва ўсіх  радках роўна а+ … +а= ав.

                                                                                      в склад.      

Тэарэма даказана.
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