Рациональные и действительные числа
    Как известно, деление не всегда выполнимо на множестве Nо. Очевидно, что для выполнимости деления нужно вводить в рассмотрение какие-то новые числа. Конечно, мы должны выбрать  какие-то новые обозначения, но главное в том, чтобы определить, как сравниваются эти числа друг с другом, как производятся над ними арифметические действия.

    Условимся, что пока не будет оговорено особо, речь будет идти о неотрицательных рациональных и действительных числах.

    Будем пользоваться без особых оговорок коммутативным и ассоциативным законом сложения и умножения целых неотрицательных чисел, а также другими уже известными учащимся из курса ОНКМ фактами.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Символ   m     , m(No, n(N (т.е. n(0) будем называть дробью,
                                                   n         

причём m – её числителем, n – знаменателем.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.Две дроби     m   и   p        будем называть эквивалентными 
                                                        n         q
между собой тогда и только тогда, когда mq = np. 

Обозначение   m   ~   p    или   m  =   p 
                          n         q              n      q
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будем говорить, что все попарно эквивалентные между собой дроби изображают (задают) одно и то же рациональное число r.
   Или, другими словами, класс эквивалентных друг другу дробей называют рациональным числом.

ПРИМЕЧАНИЕ 1. Учитывая определение 3, будем употреблять вместо слов «эквивалентные дроби» также слова «равные дроби».

   Из определения 3 следует также, что любое рациональное число представимо в виде  m  , n  = 0        
           n         
ПРИМЕЧАНИЕ 2. Из определения 1, определения 3 и того, что любое число  

k(No можно записать в виде   k   (т.е. в виде m ),следует, что всякое
                                                    1                       n 
натуральное число и нуль являются также рациональным числом и поэтому множестве целых неотрицательных чисел является подмножеством неотрицательных рациональных чисел.

     Для краткости будем последнее множество в дальнейшем обозначать Q0+.

Отношение равенства для двух дробей является отношением эквивалентности, так как обладает свойствами:

а) рефлексивности: m  =   m ,  так  как mn = nm ;

                                  n        n
б) симметричности: m  =   p      p  =   m ,  так как если mq = np, то  pn = qm ;

                                   n        q     q       n
в) транзитивности: m  =   p   и   p  =     r     m  =  r              
                                n       q        q        i      n      i   ,     так как если mq = np, то  pi = qr
то, умножив первое равенство на i, а второе на n, получим равенства  mqi = npi  и  npi=nqr , откуда     mqi=nqr и окончательно:  mi=nr .
ПРИМЕЧАНИЕ 3. Используя определение 2, легко проверить, что всегда  

 mp  =   m  .       
  np       n
 Поэтому в дальнейшем мы будем пользоваться этим свойством без дополнительных ссылок на определение 2 (то есть выполнять так называемое «сокращение» дробей).

     Среди всех записей данного рационального числа в виде дроби можно выделить запись, в которой числитель и знаменатель взаимно просты. Такие дроби называют несократимыми.

ОПЕРАЦИИ НА МНОЖЕСТВЕ Q0+.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Суммой рациональных чисел 

    r1 =  m  и r2 =  p   называется рациональное число  r = mq + np  .        
           n            q                                                                     nq
   Докажем корректность этого определения, а именно, что какими из попарно эквивалентных дробей ни записать рациональные числа r1 и r2 – сумма не изменится.

   Надо доказать, что если

m1  =   m  и  p1  =   p , то   m1 +  p1  =  m  +   p          
 n1       n       q1      q          n1     q1      n      q
 Используя определение суммы, последнее равенство запишем
m1 q1 +  n1p1  =  mq  +   np          
     n1q1                    nq          
или иначе (из определения эквивалентных дробей)
(m1 q1 +  n1p1) nq = n1q1 (mq  + np)  (1)

   Из того, что 
m1  =  m   и    p1  =   p          
n1       n          q1       q 

по определению эквивалентных дробей получим 

 m1 n =  n1m  (2)   и p1 q =  q1p (3).
              Умножим равенство (2) на q1q, а равенство (3) на nn1, получим истинные равенства m1nq1q=n1mq1q  ,  p1qnn1=q1pnn1.
   Сложим левые и правые части этих равенств и, используя дистрибутивный закон умножения относительно сложения для целых неотрицательных чисел, получим верное равенство (1).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Разностью r1 – r2 рациональных чисел r1  и r2 называется такое третье рациональное число r, сумма которого с r2 равна r1 ,то есть r + r2  =  r1 , или иначе (r1 – r2 ) + r2 = r1.
Пусть        r1 =  m  ,   r2 =  p   и  mq     np  .

                          n             q          

   Тогда
      r1    r2 =  mq     np   .

                        nq          

Докажем это, просто сделав проверку:
                  mq     np   + p =  q(mq - np) + pnq  =   q(mq – np + np) =  mqq =   m  ,

                        nq         q                  nqq                       nqq             nqq      n
т.е. (r1 – r2) + r2 = r1.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Будем говорить, что
r1   =  m   (   r2   =  p  тогда и только тогда, когда  mq  (  nq .

         n                 q
Аналогично определяется отношение «(», «(», «(».

Можно доказать, что если r1 ( r2 , то разность r1 - r2  существует и однозначна. Если же r1(r2 , то разность r1 - r2 в множестве Q0+ не существует.

ПРИМЕЧАНИЕ: Отношение «(» («(») устанавливает на множестве строгий линейный порядок, так как оно:

а) антисимметрично: ни для каких r1 и r2 не может одновременно выполняться                      r1(r2  и r2(r1 , так как не может одновременно быть mq(np  и np(mq
(полагаем r1   =  m   ,    r2   =  p  );

                           n                 q
 б) транзитивно:

m   ( p   и    p  (   l      m  (    l  .   
n       q          q      k      n        k
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Из определения отношения «(» имеем mq(np и pk(ql, умножим первое неравенство на k, а второе на n, получим mqk(npk и npk(qln, откуда mqk(qln и окончательно mk(nl;

в) это отношение не является рефлексивным: ни для какого r  не выполняется r(r, так как не может быть mn(nm   ( r =   m  ) ;    

                                                                n       

г) среди двух разных рациональных чисел
 r1 =   m    и   r2 =   p      

         n                 q
одно всегда больше, так как всегда имеет место: mq(np или np(mq (равенства быть не может, так как в этом случае было бы r1=r2). Условия а) и б) задают порядок, в) – строгость порядка, г) – линейность.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Произведением 
r1 =   m    и   r2 =   p     назовем  рациональное число  r = mp .

         n                 q                                                              nq
или  m1p1nq  = n1q1mp  (4).

Докажем корректность этого определения (см. соответствующее доказательство для суммы).

Пусть  m1  =  m  и  p1  =  p , надо доказать, что  m1 .  p1  =  m  .  p или иначе m1p1 =  mp        
            n1       n       q1     q                                     n1     q1     n      q                    n1q1     nq
Из эквивалентности дробей имеем m1n=n1m и p1q=q1p. Перемножив соответственно левые и правые части последних верных равенств, получаем («4»).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Частным r1: r2 двух рациональных чисел r1 и r2 называется такое рациональное число r , произведение которого с r2 даёт r1, т.е. (r1: r2). r2= r1 .
Будем  употреблять и другое обозначение: r1: r2 = r 1  .
                                                                                     r2     

Можно доказать, что если делитель не нуль, то частное двух любых рациональных чисел существует и притом однозначно.

ЗАМЕЧАНИЕ: Если r1 =  m  ,   r2 =  p  , то  r 1=  mq  .   

                                            n            q          r 2     np
Проверим: ( r 1) . r 2  =  mq . p   =  mqp = m = r1 . 

                     r 2             np   q       npq    n
Легко доказать, что r(1=1(r =r, 0(r = r(0=0, r:r = 1, r:1=r, 0: r=0 для любого r( Q0+ (r(0).

ТЕОРЕМА: Сложение и произведение рациональных чисел обладает коммутативным и ассоциативным свойствами. Выполняется также дистрибутивный закон умножения относительно сложения и вычитания.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО: Первая часть теоремы легко следует из соответствующих свойств чисел из множества N0 и определений операций.

     Докажем, что (r1 +r2 )( r3 =r1 (r3 +r2 ( r3  (5) ( относительно  вычитания доказывается аналогично).
   Пусть r1 =  m  ,   r2 =  p  ,      r 3=  t     

                      n            q                 l 

Найдём отдельно выражение для левой и правой частей равенства (5)
  (r1 +r2 )( r3=  (m  + p)  t  =  (mq + np) t ; r1 ( r3 + r2  ( r3  =   mt  +  pt = (mq + np)t  .
                       n     q   l          nql                                    nl       ql       nql

Таким образом равенство (5) истинно. (Мы использовали известные свойства для чисел из N0).

     Запись рациональных чисел в виде десятичных дробей и процентов.
   Удобно сравнивать и выполнять действия над рациональными числами, если они изображены дробями со знаменателем 10, 100,…10n (n (N), которые называют десятичными дробями.

   Можно доказать теорему:

Для того чтобы рациональное число можно было выразить конечной десятичной дробью, необходимо и достаточно, чтобы среди простых делителей знаменателя несократимой дроби, изображающей это число, не было чисел, отличных от 2 и 5.

   (Без доказательства).

ПРИМЕР: записать в виде десятичной дроби  17  .

                                                                                           20
                               17     =    17    =    17( 5_______ =      85  .

      20 = 2 ( 2 ( 5;    20        2( 2( 5     (2 ( 5) (2 ( 5)     100 

   Из этого примера легко видеть общий способ записи рациональных чисел в виде конечной десятичной дроби (если это возможно).

ПРИМЕЧАНИЕ: Десятичные дроби можно записать и в другом виде:

  85  =  0,85 ;     2310  =  2,310    и  т.д.
 100                  1000

   На практике для записи рационального числа в таком виде поступают следующим образом:

   Числитель обыкновенной дроби, служащей для записи данного рационального числа, делят на знаменатель, приписывая к остатку нуль. Запятую в записи ставят при первом приписывании нуля. Если его  необходимо для возможности деления приписать сразу, то записывают: 0,…, а цифры, которые будут записаны после запятой, находят делением.

ПРИМЕР:

     3  =0,75 т.к.              3,0      4            ; 17 =  1,4166…т.к.   17    12
     4                              -2 8      0,75         12                           -12_  1,4166

                                         20                                                        50             

                                        -20                                                        -48

                                           0                                                           20

                                                                                                        -12

                                                                                                           80

                                                                                                          -72

                                                                                                             80             

                                                                                                            -72

   Так как при делении m ( N на любое конечное число n ( N может быть не больше (n-1) разных отличных от нуля остатков, то в процессе деления остатки, а следовательно и цифры в частном будут повторяться. Процесс этот может продолжаться бесконечно.

   Такого рода десятичные бесконечные дроби, в которых одна цифра или упорядоченная конечная группа цифр бесконечно повторяется, называются периодическими десятичными дробями.

   Таким образом доказана теорема: 

Любое рациональное число можно представить в виде бесконечной периодической десятичной дроби (притом единственным образом).

   (Если получится остаток нуль, то в результате можно  периодом считать нуль).

   Оказывается верна и обратная теорема: 

Всякая бесконечная периодическая дробь выражает ровно одно рациональное число (периодические дроби с периодом 9 при этом не рассматриваются).

   (Без доказательства).
ПРИМЕР: Записать    r =2,31444... в виде  m  .

                                                                        n
х=0,0044…, 10х=0,044, 10х-х=0,04;

               4             4                     31 +       4             283         2083

9х =     100   ;  х = 900    ;  r = 2   100     900      = 2  900   =     900
   Этот пример показывает, как любую бесконечную периодическую дробь записать в виде m
                            n
ПРИМЕЧАНИЕ: Можно также пользоваться следующим  легко выводимым правилом (запишем его для чисел, меньших 1).

1). Бесконечная десятичная периодическая дробь, у которой период начинается сразу после запятой, равна обыкновенной, у которой в числителе записан период, в а знаменателе столько девяток, сколько цифр в периоде.

2). Если период начинается не сразу, то в числителе нужно записать разность числа, стоящего между запятой и началом второго периода, и числа, стоящего между запятой и началом первого периода,  а в знаменателе – столько девяток, сколько цифр в периоде и столько нулей, сколько цифр стоит между запятой и первым периодом.

   ПРИМЕР: r=2,3144…  , запишем 0,3144… в виде m
                                                                                         n
                    314 - 31      283   ,     окончательно                 283         2083

0,3144… =     900        =  900                                  r = 2 +    900  =      900

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Назовём процентом дробь 0,01 (1/100).

   Её обозначают 1 %. То есть 1% равен 0,01.

Отсюда вытекает запись рациональных чисел в виде процентов.

ПРИМЕР: 12,36 = 1236%, 1,734 = 173,4%,  0,3% = 0,003.

СУЩЕСТВОВАНИЕ НЕСОИЗМЕРИМЫХ ОТРЕЗКОВ В МНОЖЕСТВЕ Q0+.

   Если отрезок а является суммой p отрезков, конгруэнтных n – й  доле 

                                                                 p
единичного отрезка е, то пишут  а =    n   e и говорят, что отрезок а соизмерим с е.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Назовём отрезок несоизмеримым в множестве Q0+, если при данной единице измерения длину данного отрезка нельзя выразить рациональным числом.
   Докажем существование таких отрезков.

 А                                       Рассмотрим прямоугольный равнобедренный

                                       треугольник АВС, катеты которого примем за единичные 

                                       отрезки, т.е. их длины по единице .
                                       По теореме Пифагора d2 = 12  + 12   = 2.

1                    d
                                                             p                p
                                      Пусть     d = ---- , где   ----    -  несократимая дробь, тогда

 В         1               С                             q                q
p2  =  2     p2  = 2q2     p2:2    p:2    p =2k   p2 =4k2    4k2 =2q2   q2=2k2  q2:2   q:2 .
q2
                                            p
      итак   p:2 и    q: 2         q  - сократимая  дробь

Полученное противоречие говорит о том, что d нельзя выразить рациональным числом.

ПРИМЕЧАНИЕ. При любом единичном отрезке найдётся бесконечное множество отрезков, длины которых нельзя выразить рациональным числом.

ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА. НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА. ВКЛЮЧЕНИЕ МНОЖЕСТВА Q0+ в R0+ (МНОЖЕСТВО ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ).

   Оказывается, что длину несоизмеримого отрезка можно выразить бесконечной десятичной непериодической дробью (периодической дробь быть не может, так как в этом случае длина выражалась бы рациональным числом).

Будем считать, что каждая бесконечная непериодическая десятичная дробь является формой записи новых, так называемых иррациональных чисел.

   Теперь длину отрезка всегда можно выразить определённым числом –рациональным или иррациональным.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: объединяя множества неотрицательных рациональных и иррациональных чисел, получим множество, которое назовём множеством действительных неотрицательных чисел и обозначим R0+.

   Таким образом, число 5 можно назвать и натуральным и рациональным, и действительным числом, число (2 – иррациональным или действительным.

   Из определения множества действительных чисел легко следует что Q0+ ( R0+.

ЗАМЕЧАНИЕ: Множество R0+ можно определить так же как множество всех неотрицательных десятичных бесконечных дробей. 

   Тогда тоже очевидно, что Q0+ ( R0+ и множество неотрицательных иррациональных чисел является подмножеством множества R0+.

ПРИМЕЧАНИЕ: Таким образом, любое действительное число можно изобразить бесконечной десятичной дробью (периодической или непериодической) и наоборот, любая десятичная дробь изображает действительное число.

ПРАВИЛО СРАВНЕНИЯ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ.

   Говорят, что а0,а1 а2 а3 … ( в0, в1 в2 в3 …  если аk ( вk и аi  = вi  при всех i ( k.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Для числа х= а0,а1 …аn … число хn= а0,а1 …аn называется десятичным приближением по недостатку с точностью до 10-n (или с точностью до n знаков после запятой), а х| n= хn+10-n –десятичным приближением по избытку с точностью до 10-n .

   Из правила сравнения следует, что хn( х( х| n.
ПРИМЕР: Записать десятичные приближения х = 5,37419…по недостатку и избытку с точностью до 10-4 .
5,3741( х ( 5,3742.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ

ЧИСЕЛ С ПОМОЩЬЮ ДЕСЯТИЧНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ.

   Можно доказать, что для (х,у( R0+ существует единственное число z такое, что при любом n(N выполняется неравенство:

хn +уn ( z ( х|n+ у|n.
Это Z называют суммой чисел х и у (обозначение х+у).

Произведение определяется аналогично через неравенство

хn уn ( Z ( х|n у|n. (обозначение  z =  х( у).

ПРИМЕЧАНИЕ: хn +уn;  х|n+ у|n; хn уn ;  х|n у|n  мы легко находим, так как это рациональные числа.

Определение разности и частного двух действительных чисел даётся аналогично определениям этих действий для рациональных чисел.

ПРИМЕЧАНИЕ: Так как сложение и умножение действительных чисел определяется с помощью десятичных приближений, а это рациональные числа, то и для действительных чисел справедливы коммутативный и ассоциативный закон сложения и умножения, а также дистрибутивный закон относительно сложения (вычитания).

   Легко доказывается следующая теорема: 
Если определить равенство двух действительных чисел а0,а1 а2 а3 … и  в0, в1 в2 в3 … следующим образом а0,а1 а2 а3 … = в0, в1 в2 в3 …( аi = вi ,i= 0, 1, 2,…, то отношение равенства на множестве R0+ является отношением эквивалентности.

   Сформулируем без доказательства следующую теорему: 

Из правила сравнения действительных чисел следует, что отношение (((;(;() определяет на множестве R0+ отношение строгого линейного порядка ( стр. лин; нестр. лин; нестр. лин.).

   Так как на изученных нами множествах не всегда выполнимо вычитание, то для его выполнения необходимо ввести новые числа.

   К этой необходимости приводит также попытка установить взаимно однозначное соответствие между действительными числами и точками координатной прямой.

     Напомним, как вводится координатная прямая.

1. Берём произвольную прямую l, указываем положительное направление.

2. Выбираем на ней произвольную точку, которой будем ставить в соответствие число нуль.

3. Указываем, длину какого отрезка будем считать за единицу измерения длины.

Каждому числу из R0+ легко теперь поставить в соответствие  одну точку координатной прямой, а именно, будем говорить, что числу а( R0+ соответствует точка А на прямой, которая находится от О на расстоянии равном а (то есть  ОА   = а) в сторону положительного направления. И наоборот, любая точка В соответствует числу в, такому, что  ОВ  = в.
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  Возникает вопрос: «А каким же числам соответствуют точки, расположенные влево от 0?

   Будем говорить, что если точка А расположена слева от точки 0, причём IОАI = а, то точке А соответствует число “минус а”, обозначение “-а“.

   Теперь для любого числа «-в» на координатной прямой найдётся соответствующая точка В, которая находится от точки О на расстоянии в влево от неё.

  ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Числа, которым соответствуют точки, расположенные слева  от 0, будем называть отрицательными действительными числами.Обозначение:R .

  ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Объединение множеств R0+ и R - - назовём множеством всех действительных чисел. Обозначение:  R .

Определим умножение двух любых действительных чисел следующим образом: Пусть а (0; в(0, тогда 1) а(в определено раньше;

2)а((-в)=(-в)(а=-(ав);             3) (-а)(-в)=ав ;      4) 0((-а)=(-а)(0=0.

   Таким же образом легко определить остальные операции на множестве R.

   Любые свойства чисел и операций на множестве всех действительных чисел легко исследуются с помощью указанных  выше приёмов.

